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Aus den Kopplungskonstanten für die Wechselwirkung zwischen nähergelegenen Gitterionen wird 
das Schwingungsspektrum von Kupfer gittertheoretisch beredinet. Es zeigt sich, daß die Frequenz und 
die Polarisationsvektoren sehr stark von der Richtung der Ausbreitungsvektoren der Schallschwingun-
gen abhängig sind. Die Ubergangswahrscheinlichkeit W(£ , t ' ) für die Streuung der Elektronen an 
den Gitterschwingungen ist daher nicht nur vom Betrag des Differenzvektors (£ — £') abhängig. Zur 
Lösung des Transportproblems, welche mit der Annahme einer Relaxationszeit nicht möglich ist, wird 
ein Variationsverfahren angewandt, das früher für anisotrop streuende Gitterfehler abgeleitet wurde. 

Die spezifischen Widerstände bei 7 = 20,4 °K, 77,4 °K und 273,15 °K stimmen ziemlich gut mit 
den gemessenen Werten überein, wenn man in das BARDEENsche Matrixelement für die Wechselwirkung 
zwischen den Leitungselektronen und Gitterionen den von KAMBE angegebenen Wert für die Energie 
des Grundzustands des Cu+-Ions einsetzt. Wegen der starken Anisotropie der Übergangswahrschein-
lichkeit können bei tiefen Temperaturen ziemlich große Abweichungen von der MATTHiEssENsdien 
Regel auftreten. Die von MAGNUSON, PALMER und KOEHLER an einem strahlungsgeschädigten Kristall 
beim Wechsel zu einer höheren Erholungstemperatur festgestellte sprunghafte Zunahme des Rest-
widerstandes wird quantitativ als eine solche Abweichung erklärt. Die Änderung des elektrischen 
Widerstandes im Magnetfeld stimmt im Temperaturbereich 20 °K —50 °K mit den experimentellen 
Ergebnissen überein. 

1. Einleitung und Problemstellung 
Seit den Arbeiten von S O M M E R F E L D 1 , H O U S T O N 2 

und B L O C H 3 hat man die Transportvorgänge in 
Metallen qualitativ verstanden. In jüngster Zeit hat 
sich die Notwendigkeit ergeben, sich mit dieser 
Frage von neuem zu beschäftigen, weil die Leit-
fähigkeitsgrößen, insbesondere die elektrische Leit-
fähigkeit, leicht meßbar sind und sich für die Un-
tersuchung von Gitterfehlstellen in Metallen sehr gut 
eignen. Bei der Auswertung der Experimente zeigt 
es sich nun, daß die üblicherweise gemachte An-
nahme der Additivität des elektrischen Widerstan-
des aus einem temperaturabhängigen Teil, der durch 
die Streuung der Elektronen an den Gitterschwin-
gungen erzeugt wird, und einen temperaturunabhän-
gigen Teil, dem sog. Restwiderstand, der durch sta-
tische Gitterfehler hervorgerufen wird, nicht streng 
gültig ist, sondern daß Abweichungen von dieser 
sog. MATTHiEssENsdien Regel auftreten können, die 
mit der BLocHSchen Theorie nicht verstanden wer-
den können. 
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Die Anwendung der galvanomagnetischen Effekte 
und der Thermokraft bei dem Studium der Gitter-
fehlstellen in Metallen ist heute noch wenig auf-
schlußreich, weil man die entsprechenden Phänomene 
in idealen Kristallen sehr unbefriedigend versteht. 
Es besteht daher der dringende Wunsch, zunächst 
die Transportvorgänge im ungestörten Kristall zu 
untersuchen. Die von B L O C H durchgeführten, quan-
tenmechanischen Berechnungen der Leitfähigkeits-
vorgänge lassen sich in folgender Weise erweitern, 
wenn man im Rahmen einer Einelektronentheorie 
bleibt: 

1. Strenge quantenmechanische Behandlung des 
Transportproblems, d. h. eine Verallgemeinerung 
des von K O H N und L U T T I N G E R 4 für statische Gitter-
fehler abgeleiteten Verfahrens für die Streuung der 
Elektronen an Gitterschwingungen. 

2. Berücksichtigung des Nichtgleichgewichts der 
Gitterschwingungen — ein Effekt, der nur bei tie-
fer Temperatur zu berücksichtigen ist 5 ~ 8 . 

5 R. PEIERLS, Ann. Phys., Lpz. 4, 121 [1930] ; 5, 244 [1930]; 
12, 154 [1932]. 
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3. Die Leitungselektronen werden nicht als quasi-
frei behandelt. Zwischen der Einelektronenenergie 
e ( f ) und dem Ausbreitungsvektor f besteht also 
nicht der Zusammenhang * 

e ( f ) » J Ü _ F , ( i ) 
2 m* 

2 7i h = PLANCKsche Konstante, m* effektive Masse 
der Leitungselektronen. 

4 . D a s S c h w i n g u n g s s p e k t r u m w i r d nicht mi t H i l f e 
der DEBYEschen T h e o r i e , s o n d e r n mit der Gitter-
d y n a m i k berechnet 9 . 

In der vorliegenden Arbeit beschäftigen wir uns 
nur mit dem vierten der obengenannten Punkte, 
d. h. wir suchen die Frage zu beantworten, wie sich 
der Leitungsmechanismus ändert, wenn man die 
Streuung am „richtigen" Gitterspektrum berücksich-
tigt. Es wird sich zeigen, daß dies im Temperatur-
bereich 15 ° K < r < 5 0 °K die wichtigste Erweite-
rung ist. Bei höheren Temperaturen scheinen die 
nichtsphärischen Energieflächen, insbesondere für 
die Änderung des elektrischen Widerstandes im 
Magnetfeld, wichtig zu werden. 

Zunächst können wir zeigen, daß die Gitterschwin-
gungen, selbst wenn die Frequenz o_>(q) nur vom 
Betrag des Ausbreitungsvektors q abhängig ist 
(DEBYEsche Theorie), die Elektronen in Metallen 
nie völlig isotrop streuen. Durch Absorption eines 
Phonons mit Ausbreitungsvektor q wird ein Elek-
tron nur dann vom Zustand f in den Zustand f 
gestreut, wenn folgende Auswahlregel erfüllt ist: 

r - f - q + Ä,, (2) 
wobei ein Gittervektor im reziproken Gitter ist. 
Durch diese Forderung wird erreicht, daß q ein 
reduzierter Ausbreitungsvektor bleibt, auch wenn 
die Differenz f ' — f nicht mehr innerhalb der ersten 
BRiLLOuiN-Zone liegt. Für diese Prozesse, bei denen 

0 ist, führt P E I E R L S 5 den Begriff Umklapp-
prozesse ein. Mit Hilfe des reziproken Gitters kann 
man leicht zeigen, daß die Übergangswahrscheinlich-
keit W( f , f ) bei Umklappprozessen nicht mehr vom 
Winkel zwischen f und f , sondern auch von der 
Lage des Ausgangsvektors f abhängig ist. Wie dies 
zustande kommt, sei am Beispiel eines kubisch-

* Der Einfluß der Abweichungen der Flächen konstanter 
Elektronenenergie von der Kugelform auf die Leitfähig-
keitsvorgänge wurde schon von verschiedenen Autoren dis-
kutiert : 
R. PEIERLS, Z . Phys. 53 , 2 5 5 [ 1 9 2 9 ] ; Ann. Phys., Lpz. 10, 
9 7 [ 1 9 3 1 ] , - L . D A V I S , P h y s . R e v . 5 6 , 9 3 [ 1 9 3 9 ] . - R . 
OLSON u . S . RODRIGUES, P h y s . R e v . 1 0 8 , 1 2 1 2 [ 1 9 5 7 ] . — 

flächenzentrierten Kristalls erläutert, wenn die bei-
den Vektoren f und f in der 100-Ebene liegen (siehe 
Abb. 1, S. 562) . 

Endet die Differenz der beiden Vektoren f und f 
innerhalb der ersten BRiLLOUiN-Zone, dann sind 
f — f und q miteinander identisch. Die Frequenz der 
Schallwellen ist von 

I q | = | r - f I = yk2 + k'2 + 2 k // cos 0 (3) 

abhängig; außerdem liefern nur die longitudinalen 
Wellen einen Beitrag zum elektrischen Widerstand. 
Ganz anders dagegen, wenn die Differenz f ' — f 
außerhalb der ersten BRiLLouiN-Zone liegt! Zunächst 
ist die Frequenz der Schallwellen, selbst wenn der 
Winkel zwischen f und f konstant bleibt, auch noch 
von der Lage der beiden Vektoren abhängig; durch 
Umklappprozesse werden also die Leitungselektro-
nen anisotrop gestreut. Außerdem können, weil f — f 
nicht mehr parallel zu q ist, die Elektronen auch von 
Transversalwellen gestreut werden. Da im allgemei-
nen die Transversalwellen eine kleinere Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit als die Longitudinalwellen be-
sitzen, sind diese bei tiefen Temperaturen noch an-
geregt, während die Longitudinalwellen mit gleichem 
Ausbreitungsvektor schon lange eingefroren sind. 
Der zuletzt beschriebene Einfluß der Umklapppro-
zesse auf die Temperaturabhängigkeit des elektrischen 
Widerstandes wurde von Z I M A N 10 im Fall des Na 
untersucht. Um die übliche Transporttheorie mit 
einer winkelunabhängigen Relaxationszeit anwenden 
zu können, beseitigte er die oben beschriebene An-
isotropie dadurch, daß er für einen bestimmten 
Winkel 0 eine Mittelung über alle möglichen Rich-
tungen im f-Raum durchführte. Mit seiner Methode 
ist dadurch keine Änderung der Leitfähigkeit im 
Magnetfeld zu erwarten. Auch B A I L Y N 9, der sich 
etwas später mit demselben Problem befaßte, führte 
eine ähnliche Mittelbildung durch. Im Gegensatz zu 
Z I M A N untersuchte er jedoch nicht ein isotropes Me-
dium, sondern einen kubischen Einkristall. In der 
Näherung langer Wellen läßt sich hier das Schwin-
gungsspektrum als Funktion der elastischen Kon-
stanten cn, c12 und c44 berechnen. Nur für beson-
dere Ausbreitungsrichtungen erhält man in diesem 

Bis heute gibt es jedoch keine befriedigende Behandlung 
des Transportproblems bei nichtsphärischer Energiefläche. 

9 M. BAILYN, Thesis Harvard University Cambridge 1956. — 
M . BAILYN U. H. BROOKS, Amer. Phys. Soc., Ser. II, 1, 3 0 0 
[ 1 9 5 6 ] , 

10 J. M. ZIMAN, Proc. Roy. Soc., Lond. A 226, 436 [1954]. 
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Modell reine longitudinale und reine transversale 
Wellen. In allen anderen Fällen bilden die aufeinan-
der senkrecht stehenden Polarisationsvektoren einen 
beliebigen Winkel mit der Ausbreitungsrichtung. Da 
mit der Elastizitätstheorie nur das Frequenzspektrum 
langer Wellen richtig berechnet werden kann, führt 
er für die kürzeren Wellen einen empirischen Dis-
persionsfaktor ein, um dem wahren Spektrum im 
Kristall näher zu kommen. Wie bei Z I M A N wird die 
Richtungsanisotropie des Spektrums durch Mittelung 
eliminiert. Es ist daher möglich, die Transportglei-
chung mit Hilfe einer Relaxationszeit zu lösen. Ob-
wohl er wegen dieser Vereinfachung die Änderung 
des elektrischen Widerstandes im Magnetfeld nicht 
berechnen konnte, waren seine Ergebnisse schon für 
den elektrischen Widerstand äußerst bemerkenswert: 
Oberhalb von etwa 1 ° K rührt der Hauptbeitrag 
zum temperaturabhängigen Widerstand bei den Al-
kalimetallen von den Umklappprozessen her. Außer-
dem erfolgt die Streuung der Elektronen bei tiefen 
Temperaturen nur durch die quasitransversalen Wel-
len, weil die quasilongitudinalen Wellen nicht mehr 
angeregt sind. 

Die Arbeiten von Z I M A N und B A I L Y N haben also 
gezeigt, daß bei den Alkalimetallen die Anisotropie 
des Schwingungsspektrums einen großen Einfluß 
auf den elektrischen W i d e r s t a n d hat. Es lag daher 
die V e r m u t u n g nahe, daß diese anisotropen Ef fekte 
auch für die Änderung des elektrischen W i d e r s t a n -
des im Magnetfeld und für die Abweichungen von 
der MATTHiESSENschen R e g e l verantwortlich sind. 
W i r haben diese F r a g e bei K u p f e r näher untersucht, 
bei dem sich das Schwingungsspektrum mit Hilfe 
der G i t t e r d y n a m i k exakt berechnen läßt, weil die 
zwischen den einzelnen A t o m e n wirkenden K r ä f t e 
aus den Messungen von J A C O B S E N 1 1 aus der diffusen 
Streuung von RöNTGEN-Strahlen bekannt sind. U n -
sere Rechnungen gehen darin über Z I M A N und B A I L Y N 

hinaus, daß über die Anisotropie der Ubergangs-
wahrscheinlichkeit nicht gemittelt wird. D i e s ist un-
bedingt nötig, wenn man die typisch anisotropen 
Effekte, wie die Änderung des elektrischen Wider-
standes im Magnetfeld und die Abweichungen von 
der MATTHiESSENschen R e g e l theoretisch erklären 
will, was mit den von den obigen A u t o r e n angege-
benen V e r f a h r e n nicht möglich ist. D a s Transpor t -
problem läßt sich dann nicht mehr mit dem üblichen, 
einfachen Ansatz für die Verteilungsfunktion / ( f ) 
der E l ekt ronen lösen, bei dem man eine lineare A b -
hängigkeit von den Komponenten des Ausbreitungs-

vektors annimmt. Es müssen vielmehr noch höhere 
Potenzen der Komponenten des Ausbreitungsvektors 
berücksichtigt werden, was mit Hilfe eines Variations-
verfahrens durchgeführt werden kann, das wir frü-
her für anisotrop streuende, statische Gitterfehler 
abgeleitet haben1 2 . Es wird sich zeigen, daß man 
auf diese Weise die Änderung des elektrischen Wider-
standes im Magnetfeld, sowie Abweichungen von 
der MATTHiESSENschen Regel bei Kupfer im Tempe-
raturbereich 1 5 ° K < 7 ' < 5 0 o K verstehen kann. Bei 
hohen Temperaturen kann man dagegen die starken 
galvanomagnetischen Effekte nicht durch das an-
isotrope Gitterspektrum erklären, sondern es sind 
dafür sehr wahrscheinlich die nichtsphärischen Ener-
gieflächen verantwortlich. 

2. Formale Transporttheorie 

a) Lösung des Transportproblems ohne Magnetfeld 

Wenn wir den Einfluß der Anisotropie des Gitter-
schwingungsspektrums auf die elektrische Leitfähig-
keit untersuchen wollen, können wir die dabei auf-
tretende BoLTZMANNsche Transportgleichung nicht 
mit der Annahme einer skalaren Relaxationszeit für 
die Elektron-Phonon—Streuung lösen, weil die Über-
gangswahrscheinlichkeit W(t , f ) für die Streuung 
der Elektronen nicht nur vom Ausdruck j f — f ' | ab-
hängig ist. Zur Lösung des Transportproblems für 
anisotrop streuende Medien wurde von B R O S S und 
S E E G E R 12 ein Variationsverfahren angegeben, das 
wir im folgenden auch benützen wollen. Hierbei 
treten des öfteren Integrale der Form 

/%• «(E) ( T ) ' d t 

mit r < p auf. Die Untersuchungen von K O H L E R 1 3 , 

JONES 14 und B A I L Y N 9 haben gezeigt, daß der Fehler 
unter einem Prozent bleibt, wenn man bei der Be-
rechnung des elektrischen Widerstandes keine Ab-
hängigkeit der Verteilungsfunktion von der Energie 
annimmt, also p = 0 setzt. Da in unserem Problem 
nur die Winkelabhängigkeit eine andere ist, be-
schränken wir uns später auch auf p = 0. 

1 1 E . H . JACOBSEN, P h y s . R e v . 9 7 , 6 5 4 [ 1 9 5 5 ] . 
12 H . BROSS U. A . SEEGER, J. Phys. Chem. Solids 4, 161 [ 1 9 5 8 ] . 
1 3 M . KOHLER , Z . P h y s . 1 2 5 , 6 7 9 [ 1 9 4 8 ] , 
14 H. JONES, Handbuch der Physik (Flügge) XIX, Springer-

Verlag, Berlin-Göttingen-Heidelberg 1956. 



b) Ableitung eines Variations-lterationsverfahrens 
zur Lösung des Transportproblems mit Magnet-
feld 

Wenn außer dem elektrischen Feld auch noch ein 
Magnetfeld «<Q vorhanden ist, dessen Stärke jedoch 
nicht so groß sein soll, daß die Energieeigenwerte 
im Kristall verändert werden, ist die Verteilungs-
funktion der Elektronen durch folgende Integro-
differentialgleichung bestimmt 

£ { £ } + £ * { £ } = l ^ g r a d « e , ( 4 ) 

wobei folgender Differentialoperator ist 

} = - L - l ^ i [gradf £ X £ ] V O ? ( f ) • c n' de 
( 5 ) 

Im Gegensatz zum Operator £ ist der Operator 
ein antisymmetrischer Operator im folgenden Sinne: 
Für zwei Funktionen ipi ( f ) u n d 

1 2 W 
(6) 

Zum Beweis dieser Eigenschaft 15>16 ist nur notwen-
dig, daß die beiden Funktionen tpl und xp2 im Un-
endlichen hinreichend verschwinden, was bei den 
im Zusammenhang mit der Leitfähigkeit auftreten-
den Funktionen 3c(i) immer der Fall ist. 

Wegen der Asymmetrie des Operators kann 
zur Lösung der obigen Integrodifferentialgleichung 
nicht das früher beschriebene Variationsverfahren 
angewandt werden. Wenn die magnetische Feld-
stärke nicht allzu groß ist. läßt sich jedoch die obige 
Transportgleichung mit Hilfe eines Näherungsver-
fahrens lösen. In diesem Fall wird die Änderung 
der Elektronenverteilung vorwiegend durch die ther-
mische Bewegung der Ionen und durch statische Git-
terfehler erzeugt. Wir können daher den Operator 

als Störung des Operators £ auffassen: 

S c - i y l ö , ( 7 ) 

wobei in derselben Größenordnung wie & ist. 
Wir entwickeln ferner die Lösungen nach steigen-

den Potenzen des Störparameters 
oo 

£ ( f ) = V £ W ( f ) , ( 8 ) 
<=o 

so daß £<<+1> ist. 

Gehen wir mit diesen Ansätzen in die Integro-
differentialgleichung (4) ein, so ergibt sich folgen-
des Iterationssystem, weil der Störparameter i] be-
liebig ist, 

1 = 0 : ^ g r a d f £ , ( 9 a ) 

t ^ l : £ { # ' > } « { £ ( « - * ) } ( 9 b ) 

= Ä > - f e ( t o a d t e x ^ V O f f ' " 1 ) . 

Die erste Gleichung entspricht der Integralgleichung 
für die Streuung der Elektronen ohne Magnetfeld; 

läßt sich daher mit Hilfe des Variationsverfah-
rens berechnen. 

Aus der Integrodifferentialgleichung mit t 0 
kann man nun die richtige Verteilungsfunktion bei 
Anwesenheit eines Magnetfeldes iterativ berechnen, 
und zwar erhält man eine Entwicklung nach steigen-
den Potenzen von . Im Sinne eines Iterations-
verfahrens ist dabei immer die rechte Seite bekannt, 
während die Funktion mit Hilfe der Integral-
gleichung bestimmt werden soll. Da die gesuchte 
Funktion immer in Verknüpfung mit dem Opera-
tor £ auftritt, können wir die iterativen Gleichungs-
systeme mit Hilfe des Variationsverfahrens berech-
nen. Wir führen dazu folgende Vergleichsfunktionen 
ein: 

g)(<;p.ff) ( 1 0 ) 

= V f y n (i^\rnnm(costf) eimcp, 
r = 0 » = l m=— n 

die noch den Nebenbedingungen 

j g < ' s * » > S ® < ' " . * > } d T f ( 1 1 ) 

genügen müssen. 
Nach Durchführung des Variationsverfahrens er-

gibt sich folgendes lineares Gleichungssystem für die 
unbekannten Entwicklungskoeffizienten 

( i 2 ) 
s = 0 i = l o=~l s rs r 

mit = / ^((^dteX^lVO W-V} ( ^ ) ' n / W > eimcp d i f . (13) 

1 5 J . MEIXNER , A n n . P h y s . , L p z . 4 0 , 1 6 5 [ 1 9 4 1 ] . l f i M . KOHLER , A n n . P h y s . , L p z . 4 0 , 6 0 1 [ 1 9 4 1 ] , 



Für ein quasifreies Elektronengas läßt sich der Wert der Vektoren ifj ^ n sofort angeben, wenn wir an-
nehmen, daß wir die richtige Verteilungsfunktion in folgende unendliche Reihe entwickeln 
können oo oo v 

t ) = y y y ^^(i^Yir?(cos^e*«*. (u) 
o = 0 v = l n = -v ' ' 

Bei Vernachlässigung höherer Potenzen im Entartungsparameter (k T/£) sind die allein für die elektrische 

Leitfähigkeit wichtigen Größen -Ö ^ gegeben durch 

( -i\m 2 ek? 
% n0 = ( ~ 1 ) ~(2JI)* c H2 

±{iHx + Hy) Y(n-m)(n + m+l)3Z{t ^ n 1 (15) 
2 0 

1 , • TT TT \ T/7 TTw ; , . „ ~.{t-\)-m + -^r iiHx — Hy) y{n-m.+ 1) (n + rn) 3t n -f imHzX n 2 o o 

In der Näherung quasifreier Elektronen ist der Vek-
tor nur von den Koeffizienten 36̂  \ mit 

e r 0 
demselben Index n abhängig. Berechnen wir die 
Verteilungsfunktion bis zur cjr-ten Näherung in der 
Winkelabhängigkeit, so müssen nur die 3c ^ ^ n 

für n < q bekannt sein. Bei hinreichend glatten Ver-
teilungsfunktionen begeht man daher keinen großen 
Fehler, wenn man die Vergleichsfunktionen 
für die Berechnung der S}' ' n benützt. 

o 
Für die numerische Berechnung der Änderung des 

elektrischen Widerstandes im Magnetfeld ist diese Nä-
herung sehr gut geeignet: Dasselbe Gleichungssystem 
muß nämlich — nur mit abgeänderten rechten Seiten 
— mehrmals gelöst werden. Es liegt daher nahe, die 

zu den Koeffizientenmatrizen î Mni j gehörenden 

reziproken Matrizen Jni einzuführen. Die Auf-rs 
lösung der linearen Gleichungssysteme für t = 0 läßt 
sich formal ausdrücken durch 

= £ 2 t 

T s=OI=l ö=- i TS s 

für t-h 0 ist durch fe W l zu ersetzen. s s 
Wegen der obigen Eigenschaft ist das Iterations-

Variationsverfahren dem von G A R C I A - M O L I N A R und 
S I M O N S 17 abgeleiteten Variationsverfahren überlegen, 
mit dem man zwar alle Leitfähigkeitsgrößen in 
einem Schritt berechnen kann, jedoch sehr viele Glei-
chungen bekommt, weil durch das äußere Feld die 
Symmetrie des Kristalls zerstört wird. 

17 F. GARCIA-MOLINAR U. S. SIMONS, Proc. Cambr. Phil. Soc. 53, 
8 4 8 [ 1 9 5 7 ] . 

c) Die Änderung des elektrischen Widerstandes im 
Magnetfeld bei einem Kristall mit tetragonaler 
Symmetrie 

Bei einem Kristall von niederer Symmetrie führt 
schon das Variationsverfahren zur Berechnung des 
elektrischen Widerstandes zu einer Vielzahl von 
linearen Gleichungen, so daß eine Lösung des Trans-
portproblems bei Vorhandensein eines äußeren Ma-
gnetfeldes praktisch unmöglich ist. Man muß sich 
daher, wenn man eine geschlossene Beziehung für 
die Leitfähigkeit im Magnetfeld erhalten will, auf 
einen Kristall mit möglichst hoher Symmetrie be-
schränken. Eine nähere Untersuchung zeigt, daß sich 
hierzu gut ein Kristall mit tetragonaler Symmetrie 

mo 
eignet, weil bei ihm nur jene Matrixelemente M nl TS 
von Null verschieden sind, für die 

n + l = 2z und m + o = 4>z', (17 a, b) 

wobei z und z beliebige ganze Zahlen sind. Außer-
dem ist 

, , — m—o mo 
M n l = Mnl . (17 c) 

r s rs 

Da bei einem tetragonalen Kristall die Vektoren 9(n 
r 

für gerades n verschwinden, sind nur die Entwick-
lungskoeffizienten von Null verschieden; und 

r 
zwar sind sie durch folgende linear unabhängige 
Gleichungssysteme bestimmt: 

Gleichungssystem a: m = 4 z , o = 4 z , 
Gleichungssystem ß : m = l + 4 z , o = — 2 + 4 z ' , 
Gleichungssystem y: m = 2 + 4 z , o = — 1 + 4 z ' . 

Bei tetragonaler Symmetrie zerfällt das Gleichungs-
system (12) in drei voneinander unabhängige Glei-



chungssysteme, die sich verhältnismäßig einfach lö-
sen lassen. Andererseits ist diese Symmetrie noch 
so allgemein, daß man mit ihr neben allen Kristallen 
mit kubischer Symmetrie auch noch viele anisotrop 
statisch streuende Gitterfehler, z. B. Gitterfehler 
mit Rotationssymmetrie (u. a. Leerstellenpaare und 
Schraubenversetzungen), beschreiben kann. 

Wie in einer früheren Arbeit1 8 gezeigt wurde, ge-

nügt es selbst bei sehr anisotrop streuenden Gitter-
fehlern zur Beschreibung der Winkelabhängigkeit 
der Verteilungsfunktion bis zu Kugelflächenfunk-
tionen dritter Ordnung einschließlich zu gehen. Eine 
längere Zwischenrechnung, bei der keine weiteren 
Überlegungen nötig sind, führt bei einem quasi-
freien Elektronengas auf folgende Beziehungen für 
die Elemente des Widerstandstensors 19- 20 

o(0;3) =0 (0 :3 ) = _ e 
*xx -yy 

- 2 ^ - 2 1 
A Ir1 ' 

( 18a ) ^(0;3) = e - 2 < 3 - 2 - 9 1 
A?I ' 

o(l;3) = _ 0 ( 1 ; 3 ) = e ~ 2 ö ~ 2 
^ xy yx 1 + A\T1 1 ö Al-\ ^Jll 

Hz, 

1;8) = _ o(l,3) = _ , - 2 d - t ^ l + y 6 * n Hy, 

0 d ; 3 ) = _ 0 ( l ; S ) = e - 2 d - ° - ß c y 2 - z w ' 

^ 3 ) = e - 2 ß2 U 2 ( „ 2 - 2 _ A l l ) /VJO A P _ 

Hy2 

zy 
/ i v / 

2 An 

(A\%? 

_ /(oo 41-1 
1 + 1/6 f1» 

K /I00 /I1"1 n 2 

ye A\I 
A h 1 

- m w 1 -
(Ajz^l 

Ali 1 A\T1 

,(2; 3) _ _ e - 2 (3-2 ß2 (3 / l 1 " 1 -33 

flo zili"1 , ye All 
2 zijr1 + 2 a \ ? 

= Als1 AH 
11—1 I Al-l ,11-1 

_ O / / | 3 - 3 _ (AIf)2 

' 3 3 Jl -1 

A}71 

y i o z fo 1 , ye 
2 ziir1 + 2 ziir1 

( 1 8 b ) 

(19a ) 

( 1 9 b ) 

( 1 9 c ) 

(20 a) 

Air1 

(20 b) 

(20 c) 

2 A] 

n(2;3) _ 0(2;3) = - 2 £ - 2 ßi J f Al-l _ A\s 1 • Ah A\z 1 _ o [ aIZ __ 
yxz -~zx e U r I I 33 Al-l Al-l ° l ^ 3 3 

wobei ö- = 
6 rr4 

kp 
h2 

'ii / ^11 

(21a) 

/l13 . 11 

und 

A13 \ 

1 e /CF 
2 7i~ c h'2 

16 A\l ' j}HxHy. 
" 2 ziir1, 

j}HxHy. 

A 00 
j l 3 n TT 

100 nX nz ! 
^ 1 1 

, (20 d) 

( 2 1 b ) 

Die Tensorelemente o^3-1 etc. erhält man durch 
Vertauschen von x und y . 

Bei einem Kristall mit kubischer Symmetrie sind 
die Matrixelemente A ™ ' n i c h t unabhängig von-
einander, sondern durch folgende lineare Gleichun-

18 H . BROSS U. A . SEEGER, J. Phys. Chem. Solids 6, 3 2 4 [1958] . 
19 Durch Anwendung des Iterationsverfahrens erhält man den 

elektrischen Widerstand nach steigenden Potenzen des 
Magnetfeldes entwickelt 

00 

t=0 
20 Im folgenden lassen wir das untere Indexpaar 00 weg. 

gen miteinander gekoppelt 2 1 : 
= (22 a) 

Y6 A™ = 4 J J 3 1 , (22 b) 

V 1 0 A ™ = 4 J g , ( 22 c) 

21 Die Richtigkeit der ersten drei Beziehungen ersieht man 
daraus, daß die durch ein elektrisches Feld erzeugte Ände-
rung der Verteilungsfunktion sich in folgender Weise nach 
bikubisch-sphärischen Harmonischen entwickeln läßt. 

/(f) -/. (f) = | ® | • 2 A [i (k) • ßg (0O ,<p0; cp) , 

wobei der 6-Vektor durch die sphärischen Polarkoordina-
ten | 6 |, , <p0 festgelegt ist. 



+ ( 2 2 d ) 

3 z ig + 8 4 " 1 + 5 ( ^ + 4 3 - 2 ) = 0 ? ( 2 2 e ) 

2 ^ 3 3 - 3 ^ , 3 3 _ 1 + 5 z | 3 3 - 3 = 0 . ( 2 2 f ) 

Zwischen der elektrischen Feldstärke (5 einerseits 
und der elektrischen Stromdichte j und der magne-
tischen Feldstärke andererseits besteht in einem 
kubischen Kristall folgender phänomenologischer 
Zusammenhang 22 

e = . o « » { j + a [ i x £ ] + M £ 2 + c £ ( i £ ) + c / P , i } , 

(23) 

wenn man alle Glieder, die das Magnetfeld in einer 
höheren Potenz als der zweiten enthalten, vernach-
lässigt. P ist eine Diagonalmatrix mit den Elemen-
ten H S , H y 2 und HS- Alle Vektoren sind auf das 
Hauptachsensystem des kubischen Kristalls bezogen. 

Bei einem quasifreien Elektronengas mit aniso-
tropen Streumechanismen lassen sich die phänomeno-
logisch eingeführten galvanomagnetischen Koeffi-
zienten aus den Gin. (18) bis (22) berechnen. 

- 2 <5-2 1 

a Q (0) = 

zl?? ' 

-2ö-2ß 3 / Z J ? ° 

~2\Ä\ 

(24 a) 

(24 b) 

( A00 \2 

^ 0 0 ) [ ^ U 1 A l z 1 - A l z 1 ' ( 2 4 c) 

(24 d) 

d = - (6 + c) . (24 e) 

Unter den oben gemachten Annahmen verschwindet 
also die longitudinale Widerstandsänderung der 
Leitfähigkeit in Richtung der Hauptachsen des 
Kristalls. 

Die Änderung des elektrischen Widerstandes im 
Magnetfeld läßt sich mit Hilfe der galvanomagneti-
schen Koeffizienten in folgender Form ausdrücken: 

Aq/QW - b H2 + c (Hx cos ax -f ff2 cos a< 
+ d {HS cos2 ax + HS cos2 a2 -] 

: O S ax -F H2 COS a2 + H3 COS A 3 ) 2 

ix + H 2 cos2 a2 + H S cos2 a 3 ) , 
(25) 

wenn die Stromdichte mit den Kristallhauptachsen 
den Winkel 04 , a2 , a3 bildet. 

Ein polykristalliner Körper besteht aus einer Viel-
zahl von Einkristallen. Das magnetische Feld und 
der Stromvektor bilden daher alle möglichen Win-
kel mit den Hauptachsen der einzelnen Kristalle. 
Als Funktion der galvanomagnetischen Koeffizienten 
des Einkristalls bekommt man die longitudinale bzw. 
transversale Änderung des elektrischen Widerstandes 
im Magnetfeld, wenn man über alle diese Richtun-
gen mittelt: 

A\\ = Äe\L = (b + c+ %d) H' 
p ( o ) 11 > (26 a) 

(26 b) 

3. Berechnung der Matrixelemente Mm für die 

Streuung der Elektronen an den Gitter-

schwingungen 

Unter der Annahme, daß sich Leitungselektronen 
durch Einelektronenfunktionen beschreiben lassen, 
hat B L O C H die Wechselwirkung zwischen ihnen und 
den Gitterschwingungen mit Hilfe der DiRACschen 
Störungstheorie berechnet. Die Wahrscheinlichkeit, 
daß in der Zeiteinheit eines der beiden Elektronen 
mit Ausbreitungsvektor f durch Streuung an den 
Gitterschwingungen nach T kommt, ist nach S O M M E R -

FELD und B E T H E gegeben durch 23; 24 

w (f, r ) = - 4 - V l ( e " ^ ( f ' r ) ) | 2 \lt Q (er - et + k coqj) (JVq + 1) + - 1 Q (er - e t - h a,,,) nA . (27) 
7o Vo 2 h o)q; (df 3« j 

Mit dem ersten Glied werden Prozesse beschrie-
ben, bei denen das Elektron den Zustand X unter 

22 Die Komponentendarstellung dieser Gleichung wurde von 
M. KOHLER, Ann. Phys., Lpz. 20, 891 [1934] zuerst ange-
geben. Eine ähnliche Gleichung findet sich viel später bei 
F. SEITZ, Phys. Rev. 79, 372 [1950]. 

2 3 A . SOMMERFELD U . H . BETHE , H a n d b u c h d e r P h y s i k (GEIGER-
SCHEEL) XXIV/2, Springer-Verlag, Berlin 1933. 

Abgabe eines Schwingungsquants erreicht, es ist 
X = f — q + . Beim zweiten Glied nimmt das Elek-

24 Da wir kein DEBYESches Schwingungsspektrum verwenden, 
müssen wir an Stelle der skalaren Größe C die vektorielle 
Größe 3(£, f ) (vgl. 1. c. 23, Gl. 34.23 und 34.15) benützen, 
um die Wechselwirkung zwischen den Elektronen und Pho-
nonen zu beschreiben. Außerdem müssen wir noch über die 
drei Polarisationsrichtungen summieren. 



tron ein Schwingungsquant auf, es ist ! ' = f + q -f . 

Dabei ist 
n Zahl der Leitungselektronen/Volumeinheit, 
Wq; Kreisfrequenz der Gitterschwingung mit Ausbrei-

tungsvektor q und Polarisation j , 
Cq/ Einheitsvektor für die ;-te Polarisationsrichtung, 
y0 Dichte des Kristalls, 
Nq Zahl der Gitterschwingungen mit Ausbreitungs-

vektor q. 

dQ(x) _ 2 sin (x/h) t (28 a 1 
dt x/h 

oo 

Es ist j f(x) ? M c l i = 2 n f t / ( 0 ) . (28 b) 
— oo 

Die in Gl. (27) vorkommende Vektorfunktion 
5>(f, f ) ist definiert durch 

$(!,!')= / W*(X) grad U (r) e ' " > f ( r ) d r r , (29) 
Kristall 

wenn man mit S O M M E R F E L D - B E T H E annimmt, daß 
die Metallionen durch die Gitterschwingungen de-
formiert werden und U(t) das periodische Gitter-
potential im ungestörten Kristall ist. Benützt man 
dagegen die von N O R D H E I M 25 eingeführte Näherung 
starrer Ionen, dann ist 

3 ( f , f ) = y f YV(r ) e ^ g r a d u d - m j v t d ) drr , 
« ^ 

(30) 
wobei die Summe über alle Ortsvektoren geht, 
welche die Gleichgewichtslagen der Ionen bestim-
men; a (r ) ist das Potential eines Metallions. So-
wohl S O M M E R F E L D - B E T H E als auch N O R D H E I M haben 
bei ihren Untersuchungen nicht berücksichtigt, daß 
die Leitungselektronen das durch die Gitterschwin-
gungen hervorgerufene Störpotential abschirmen 
können. Wie B A R D E E N 2 6 später mit Hilfe einer seif-
consistent-field-Methode gezeigt hat, kann man diese 
Abschirmung bei einem freien Elektronengas durch 
einen von f und f abhängigen Faktor 5 ( f , f ) be-
rücksichtigen, um den das „starre" Ionenpotential 
u(r) verringert wird. Für den gesuchten Vektor 

$>(f, f ) hat B A R D E E N bei nahezu freien Elektronen 
in HARTREEscher N ä h e r u n g folgende A b h ä n g i g k e i t 
abgeleitet: 

a (i. n - ™ — ( ™ + « / • > . ) - ^ 

(31a) 

(31b) 

S ( f , n n V | f - f ' | 
3 (sin x — x-cos x) 

S ( f , f ) - 1 + 
8 n e2 n 
f - f ' | 2 w(\ f — f |) ' 

4 h2 kl ( 1 , 4 k \ - K \ 2/CF + K ) - 1 

(31c ) 

Hierbei ist 
ZCF Ausbreitungsvektor der Elektronen an der FERMI-

Oberfläche, 
x=(\t-f |)r8, 
rs Radius der WiGNER-SEiTz-Kugel. 

Es ist (4 re/3) r8s = l /n . 
U0'(r) setzt sich additiv aus dem Ionenpotential u(r) 

und dem Potential eines Leitungselektrons zu-
sammen, welches das Gitterion abschirmt. 

U0' (rs) ist nahezu gleich Null. 
E0' ist der Eigenwert folgender ScHRÖDiNGER-Glei-

chung 

- ~ A x + Uo'x = E 0 ' x . (31 d) Z m 

Wenn x innerhalb der WiGNER-SEiTz-Zelle nahe-
zu konstant ist, dann ist E0' etwa um 1,2 e2/rs 
größer als die Energie E0 des Grundzustandes 
eines Elektrons, das sich im Felde des Metallions 
bewegt. 

Für die weiteren Untersuchungen machen wir die 
Annahme, deren Berechtigung von verschiedenen 
Autoren 5 - 8 eingehend untersucht worden ist, daß 
auch unter Einfluß eines äußeren Feldes die Gitter-
schwingungen im thermischen Gleichgewicht bleiben, 
d. h. daß wir für N (c\) das PLANCKsdie Gesetz an-
wenden können 

Nq = l/(exp{hwJhT}-l) , 

+ 1 = 1/ (1 - exp{ - h cocu/k T}). 

Die für die Leitfähigkeit wichtigen Matrixelemente 
Mrd sind wegen (27) bestimmt durch 

oo 

(32) 

mo 1 2 V, 
Mni = 

0 0 kT (2 jz) 
®6 f V(f, f ) nnm{cos&) eim<? {Ilf (cos &) ei0*>-Elf {cos &') e1'0*'} drt d i r , (33 a) 

wobei 

Vit, l') = 
Yo Vü 

n2 y |(Cq;-3(f, f')|2 

exp{ (e\ —£)/k r} + l l+exp{-(st'-O/kT} h a)q; 

25 L. W. NORDHEIM, Ann. Phys., Lpz. 9, 607 [1931]. 
2 6 J. BARDEEN, P h y s . R e v . 5 2 , 6 8 8 [ 1 9 3 7 ] . 

. J S(£(-st' — h (Ogj) 
\exp{H coqj/k T}-1 1 1 — exp{ —H coaj/k T) 

(33 b) 

6 (ff — ff' + H coaj) 



ist. Zunächst führen wir nur die Integration über £ aus, wobei wir langsam veränderliche Größen wie k(e) 
und ^ ( f . f ) als konstant betrachten und durch ihre Werte an der Stelle f = f ersetzen können. Die schnell 
veränderlichen Terme formen wir mit Hilfe der Bedingungen, die von den ^-Funktionen gestellt werden, 
noch etwas um. Für £v = £t — h coq;- gilt folgende Identität 

de 
[exp{ (st'-Olk J} + 1] [ l+exp{- (et-Z)lk 71}] (34 a) 

1 
exp{— h coaj/k T} — 1 

d£ [exp{ (et-C)lk T} +1 exp{ (e f - f - f c a>Qj)lk T} + r} 

Die auf der rechten Seite auftretenden Integrale lassen sich elementar ausführen27. Wenn £ k T ist, be-
sitzt das Integral folgenden Wert 

oo 
/ [exp{ (er — O/Ä 3T> + 1 ] [ l + e x p { - (s-O/kT}]'1 de = h co q i [ l - exp{ - h co^/k T}] ^ . (34 b) 

Für er = £t + h ojqj brauchen wir nur coqdurch — coqy- zu ersetzen. Nach Integration über £ erhalten 
wir demnach 

<5(£f — Ef— H (Oaj) +<5(£f — St' + h COQj) njmo 1 n- h Mnl = 
0 0 (2 n)5 y0 kT % J l(e,/-3(f,r))P (expjft. OL>aj/k T} — 1) (1 — exp{ — h o)ajjk T}) (35) 

•FLnm{costf) eimf { / 7 , ° ( c o s # ) ei0*-Iii0(cos &') eiov'} k2 dcot dir . 
OE 

Alle von £ abhängigen Größen sind an der Stelle £ = £ zu nehmen. Bei der nun folgenden Integration über 
£ liefern nur die Stellen er = £ ± h coqy einen Beitrag. Da der Integrand mit £ nur langsam veränderlich 
und h (Oqj ^ C ist, begehen wir einen kleinen Fehler, wenn wir ihn an der Stelle £ = C nehmen. 

Wie man aus den Gin. (31 a —c) entnehmen kann, ist die Vektorfunktion ^ ( f , f ) nur von dem Differenz-
vektor (T — f ) abhängig. Dieselbe Abhängigkeit besitzen auch die Frequenz coqj und die Polarisation 
Cqy-, weil beide ihre Werte nicht ändern werden, wenn man zum Ausbreitungsvektor q einen reziproken Git-
tervektor addiert. Der in der eckigen Klammer von 

Mnl •• 
00 

1 2 n2 h 
(2 JI)5 y0 k T 2 l (e«, -3(f , n i l " 

(exp{H a)aj/k T} — 1) (1 —exp {—h <x>ajjk T}) 
IInm(cos eim v (36) 

{üficosö) ei0<p— 11°(cos &') ei0v'} ( k2 dtutdcur dk 

stehende Ausdrude ist daher nur eine Funktion des 
nichtreduzierten Ausbreitungsvektors p = f — f . In 
einem kubischen Kristall muß dieser Ausdruck in-
variant gegenüber allen Drehoperationen der Okta-
edergruppe sein. Führen wir durch 

(px | p sin & cos <p 

Py | = j psini^sin<p i (37) 
pz ) ( p c o s # I 

im p-Raum ein sphärisches Polarkoordinaten-
system ein, dessen Polarachse in Richtung der 
kubischen Achse weist, dann können wir ihn in fol-
2 7 A . SOMMERFELD U. H . BETHE . H a n d b u c h der P h y s i k (GEIGER-

SCHEEL) XXIV/2, Springer-Verlag 1933, Seite 528. 

gender Weise nach kubisch-sphärischen Harmo-
nischen entwickeln 
/ T ( M _ n 2 V Keqj'&MO)!2 

(exp{H (Oqj/k T} —1) (1 - e x p { - h wajjk T}) 

= 2 ^ ( P ) K20($,<p) . (38) 
e 

In der Näherung quasifreier Elektronen ist der 
Betrag des Vektors p gegeben durch 

p = kF 1 / 2 ( 1 - c o s 0 ) , (39) 

w e n n 0 der W i n k e l zwischen f u n d f ist. W i r k ö n -
nen d a h e r a u ß e r d e m noch d ie v o n p a b h ä n g i g e n 
K o e f f i z i e n t e n F0(p) nach LEGENDREschen P o l y n o m e n 
entwicke ln 

F(]?)=YFeoKu{V,<p)Po(cosQ). (40) 



Durch diesen Kunstgriff konnten wir in besonders 
einfacher Weise die Symmetrieeigenschaft des Kri-
stalls berücksichtigen. Um die zur Berechnung des 

m o 
Matrixelementes Mnl nötigen Integrationen durch-

oo ° ° 
führen zu können, müssen wir nun wieder die Vari-
ablen cp und & durch # , cp, cp' ersetzen. Dies 
ist durch die aus Gl. (37) folgenden Substitution 

. o - sin $ cos cp — sin •&' cos sin if cos cp= - —r ~ s-, 
r 1/2 ( 1 - c o s 0 ) 

& — sin v sin cp — sin sin cp 
"J/2 (1 — cos 6 ) 

cos & — cos •&' 

(41 a) 

( 4 1 b ) 

( 4 1 c ) 
"|/2 (1 — cos Q) ' 

cos & = cos & cos d' + sin Os'm cos (cp — cp') (41 d) 
möglich. Im Anhang wird gezeigt, daß durch diese 

Transformation der Ausdruck P „ ( c o s ( 9 ) K-2Q(i),cp) 
in eine nach einer Seite abbrechenden Beihe von 
bikubisch-sphärischen Harmonischen28 übergeht, 
die zur selben Darstellung 2 o gehören 

Po (cos &) K 2 e ( # , v ) (42) 

V. I. 

Setzen wir nun noch die Entwicklung der biku-
bisch-sphärischen Harmonischen nach Kugelfunk-
tionsprodukten ein, dann können wir die restlichen 
Integrationen über cp, cp' ausführen, weil 
(k2 • dk/de)2 bei einem quasifreien Elektronengas 
winkelunabhängig ist. Nach kurzer Zwischenrech-
nung ergibt sich 

Hierbei haben wir schon berücksichtigt, daß we-
gen des Vektoradditionsmodells nur die Funktion 
Z?<;%+) ($ , cp; d ,cp ) von Null verschieden ist, wenn 
ein unterer Index Null ist. Während die Glieder in 
der geschweiften Klammer rein mathematische Grö-
ßen sind, die sich ein für allemal mit Hilfe der 
Theorie der bikubisch-sphärischen Harmonischen 
berechnen lassen, wird mit den Entwicklungskoeffi-
zienten FQO die physikalische Seite des Problems be-
schrieben. 

4. Berechnung des Gitterschwingungsspektrums 
mit Hilfe der Gitterdynamik 

Die Untersuchung von B A I L Y N hat gezeigt, daß 
der elektrische Widerstand sehr stark von der Form 

28 Die bikubisch-sphärischen Harmonischen B^'+ ^ (#, cp; 
cp') sind Funktionen der beiden Variablenpaare •&, cp 

und cp', die im selben Koordinatensystem definiert sind. 
Sie sind invariant gegenüber allen Symmetrieoperationen 
der Oktaedergruppe und lassen sich in folgender Weise 
nach Produkten von Kugelflächenfunktionen entwickeln 

ß(„2,e) (&, cp; tp') = V ß mQo Fl™ (cos &) •77f (cos V ) 
n l 

. ßitncp . gi o q?\ 
(2 e) 

Die Koeffizienten ßmo werden so festgelegt, daß 
nl 

des Schwingungsspektrums abhängig sein kann, und 
daß es daher wünschenswert ist, das Spektrum mit 
Hilfe der Gittertheorie möglichst exakt zu berech-
nen. Im Gegensatz zu der elastischen Theorie, die 
seither bei der Berechnung des elektrischen Wider-
standes benützt wurde, berücksichtigt man bei der 
Gittertheorie die atomistische Struktur des Kristalls, 
indem man zwischen den einzelnen Gitterbausteinen 
Kräfte annimmt, die bei der Verschiebung aus der 
Gleichgewichtslage auftreten. Durch die abschirmende 
Wirkung der Leitungselektronen nehmen diese Wech-
selwirkungskräfte sehr schnell ab, so daß nur die 
Kopplung zwischen den nähergelegenen Gitterionen 
vorhanden ist. Im Rahmen einer allgemeinen Gitter-
theorie, wie sie von B O R N und M i t a r b . 2 9 - 3 1 abge-
leitet wurde, wird über die Form der Wechselwir-

B^fi^cp cp') 

zur Darstellung D(2g) der dreidimensionalen Drehgruppe 
gehört. Die Funktion + ^ (#, <p; •&', cp') ist außerdem 
invariant gegenüber der Vertauschung der beiden Varia-
blenpaare (p und cp'. Eine weitere Untersuchung der 
Eigenschaften der bikubischen, sphärischen Harmonischen 
findet sich bei H. BROSS, Z. Naturforschg., in Vorbereitung. 

29 M. BORN, Repts. Progr. Phys. 9, 356 [1942/43]. 
s o G . H . BEGBIE u. M . BORN , P r o c . R o y . S o c . , L o n d . A 1 8 8 , 1 7 9 

[1947], 
S1 G. H. BEGBIE, Proc. Roy. Soc., Lond. A 188, 189 [1947]. 



kungskräfte keine weitere Annahme gemacht. Da 
jedoch die potentielle Energie eines Kristalls in-
variant gegenüber Deckoperationen sein muß, kann 
man durch Symmetriebetrachtung die Anzahl der 
unabhängigen Kopplungskonstanten weitgehend 
herabsetzen. Wie B E G B I E 31 z. B. gezeigt hat, gibt es 
bei einem kubisch-flächenzentrierten Kristall für die 
Charakterisierung der Wechselwirkung zwischen den 
nächsten Nachbarn 3 Kopplungskonstanten, zwischen 
übernächsten Nachbarn zwei und zwischen Nachbarn 
dritter Ordnung 4 Konstanten. Eine quantenmecha-
nische Berechnung dieser Kopplungskonstanten ist 
bei den Edelmetallen wegen der Wirkung der d-
Schalen noch nicht gelungen 32. Durch Untersuchung 
der diffusen Streuung von RöNTGEN-Strahlen, wie 
sie z. B. I A C O B S E N 3 3 für Kupfereinkristalle durchge-

führt hat oder eventuell auch durch thermische Neu-
tronenstreuung 34, kann man jedoch die Kopplungs-
konstanten für nähergelegene Nachbarn auch experi-
mentell bestimmen. 

Mit diesen Kopplungskonstanten lassen sich nun 
die Eigenschwingungen eines Kristalls berechnen. 
Bei einem primitiven Gitter erhält man folgendes 
homogenes Gleichungssystem für die Amplitude 
einer fortschreitenden Welle, wenn wir der Bezeich-
nungsweise von L E I B F R I E D 35 folgen 

M a>2e = T ( p ) , e , (44) 

dabei ist M die Masse eines Gitterions, co die Kreis-
frequenz der Schallwelle mit Ausbreitungsvektor p ; 
[ p | = 2 71 jX. Die Komponenten 7\/(p) sind bei einem 
kubisch-flächenzentrierten Kristall gegeben durch 

Tn (p) = 4 { (a± + 2 bt) + 2 (a3 + 2 fe3) - (b, + 2 b3) (C12 + C31) - K + 2 a3) C23 (45 a) 

+ ( o 2 -f 4 a 3 C 2 3 ) S i 2 + (b2 + 4 b3 C S 1 ) S22 + [b2 + 4 b3 C12) S32} , 

T12 (p ) = 4 5 1 S 2 { C 1 + 2 C 2 - 4 c 3 5 3 2 + 4 e 3 ( C 1 3 + C32)} , ( 4 5 b ) 

= (45 c) Si = sin pi, (45 d ) 

wenn man sich auf Nachbarn dritter Ordnung ein-
schließlich beschränkt. Die übrigen Elemente von 
T ( p ) erhält man durch zyklische Vertauschung. 
a0 ist die Gitterkonstante der kubisch-flächenzentrier-
ten Zelle. Die Bezeichnungsweise der Kopplungs-
konstanten a1, bt, c1 etc. wurde von I A C O B S E N über-
nommen 36. 

Die Säkulargleichung der homogenen Gleichung 

\TU-ÖÜMOJ2\ = 0 ( 4 6 ) 

liefert zu jedem Ausbreitungsvektor p drei Frequen-
zen co, und drei Vektoren die die Polarisation 

32 W . BRENIG, Z. Phys. 142, 163 [1955]. 
33 E. H. JACOBSEN, Phys. Rev. 97, 654 [1955]. 
3 4 B . N . BROCKHOUSE U . A . T . STEWART, R e v . M o d . P h y s . 3 0 , 

236 [1958]. 
35 G. LEIBFRIED, Handbuch der Physik (FLÜGGE) VII/1, Sprin-

ger-Verlag, Berlin-Göttingen-Heidelberg 1955. 
3S Die von LEIBFRIED definierten Kopplungsmatrizen haben 

dann folgende Form: 
(at 0 01 

<J>(®o/2) (0, 1, 1) = /(J by Cl\, 
lo CI &J 
(a, 0 01 

3>a, (1,0,0) = — {o b, 0> , 
lO 0 b.) 
(a s e, 4»(a,/2) (2,1,1) _ _ L b } e,K 
[e3 c, b3t 

<|>(0, 0,0) = 2 ( 2 ax + 4 fci + ao-f 2 f>2 + 4 a , + 8 b3) 1 . 

der Welle kennzeichnen. Diese drei Vektoren sind 
aufeinander orthogonal und können normiert werden 

e(/)e( i') = dUj>. (47) 

Im Gegensatz zu einer isotropen Theorie gibt es 
nur für besonders ausgezeichnete Richtungen des 
Ausbreitungsvektors p einen Polarisationsvektor, 
der parallel zu p ist (longitudinale Welle) . Im all-
gemeinen hat das orthogonale Achsenkreuz der drei 
Polarisationsvektoren eine beliebige Orientierung 
zum Ausbreitungsvektor der Welle. Für die elek-
trische Leitfähigkeit und die Wärmeleitfähigkeit ist 
nur der Ausdruck (p e ^ ) wichtig. 

5. Numerische Durchführung 

Von den einwertigen Metallen kann man zur Zeit 
nur bei Kupfer nähere Angaben über das Gitter-
schwingungsspektrum machen. Alle numerischen Un-
tersuchungen haben wir daher an diesem Metall 
durchgeführt. Zunächst wurde mit Hilfe der neun 
von JACOBSEN angegebenen Kopplungsmatrizen die 
Dispersionskurve und die Polarisation für verschie-
dene Ausbreitungsrichtungen untersucht. Zur Berück-
sichtigung der Anisotropie des Gitterschwingungs-
spektrums haben wir eine Kugeloberfläche p = const 



durch ein Netz von Punkten in nahezu gleich große 
Flächenstücke eingeteilt. Wegen der kubischen Sym-
metrie würde es genügen, wenn wir nur den 48-ten 
Teil einer Kugeloberfläche näher untersucht hätten. 
Für den weiteren Gang der Rechnung hat es sich als 
günstig erwiesen, die Hälfte eines Kugeloktanten 
mit den folgenden Ausbreitungsrichtungen zu be-
nützen: 

cos # <p = 0 71/8 TT/4 

0 6 24 12 
0,25 24 48 24 
0,50 24 48 24 
0,75 24 48 24 

In der Tabelle haben wir ferner angegeben, wie oft 
der betreffende Funktionswert infolge der kubischen 
Symmetrie auf der ganzen Kugeloberfläche vor-
kommt (Gesamtzahl 330 Richtungen). Wir glauben, 
daß die so ausgewählten Richtungen genügen, um 
die anisotropen Effekte im Kristall im wesentlichen 
richtig wiederzugeben. Es ist wahrscheinlich wenig 
sinnvoll, wesentlich mehr Ausbreitungsrichtungen in 
Betracht zu ziehen, weil die experimentell gemesse-
nen Kopplungskonstanten gar nicht so genau be-
kannt sind 37. 

Wie schon früher erwähnt wurde, ist der Vektor p 
kein reduzierter Ausbreitungsvektor. Als Differenz-
vektor der Elektronenausbreitungsvektoren f und F 

kann sein Betrag zwischen 0 (Vorwärtsstreuung) 
und 2 kp (Rückwärtsstreuung) liegen. Wegen 

kF = (3 -T2 • 4 / a 0 3 ) i s t pm a x = 2 (3 /16 n) * B 

(B ist die Gitterkonstante der reziproken Elementar-
zelle) . Um die nachfolgende Integration besser 
durchführen zu können, legen wir den Betrag von p 
nach Gl. (39) durch den Winkel 0 zwischen ! und F 

fest, und zwar nehmen wir für cos 0 folgende 
Werte an: 

c o s e 1 ,0 0 , 8 0 , 6 0 , 2 - 0 , 2 - 0 , 6 - 0 , 8 - 1 , 0 

PLB 0 0 , 2 4 7 2 0 , 3 4 9 5 0 , 4 9 4 3 0 , 6 0 5 4 0 , 6 9 9 1 0 , 7 4 1 5 0 , 7 8 1 6 

Die für die verschiedenen Ausbreitungsrichtungen 
berechnete Kreisfrequenz cop;- und das allein für die 
elektrische Leitfähigkeit wichtige Skalarprodukt 
( e w p°) sind als Funktion des Ausbreitungsvektors 
in Abb. 2 dargestellt. 

37 Eine nähere Untersuchung der Genauigkeit der Kopplungs-
matrizen wurde von C. B. WALKER, Phys. Rev. 103, 547 
f 1956] durchgeführt. 

38 K. FUCHS, Proc. Roy. Soc., Lond. A 151, 585 [1935]. 
39 K. KAMBE, Phys. Rev. 99, 419 [1955], 

freien Elektronengas im wesentlichen durch 

z i ( « y . 3 f f . r » r 

(exp{H (opj/k r }—1) (1 — exp{ — h o)pj/k T}) 

fpO') . n<h 2 
= \»>(P)\*V " 0 8 ) 

j 4-Sin2 2 k T 

Der elektrische Widerstand ist bei einem quasi-
bestimmt; dabei ist nach Gl. (31 a) der Betrag des 
Vektors | 5>(f, f ) | = / ( p ) nur eine Funktion des 
Winkels 0 . Die Anisotropie des Streumechanis-
mus wird also nur durch den hinter dem Summa-
tionszeichen stehenden Ausdruck beschrieben. Im 
Gegensatz zu einer Kontinuumstheorie, wo wegen 
des linearen Zusammenhangs zwischen Frequenz 
und Ausbreitungsvektor die Temperaturabhängig-
keit des elektrischen Widerstandes in geschlossener 
Form angegeben werden kann, können wir ihn nur 
für bestimmte Werte berechnen, und zwar haben wir 
die folgenden Temperaturen gewählt: T' = 2 0 , 4 o K . 
T = 77,4 ° K und T = 273,4 ° K . 

Die numerische Auswertung ergibt, daß bei tiefen 
Temperaturen für einen bestimmten Ausbreitungs-
vektor p die Gitterschwingungen mit kleinster Fre-
quenz. die meist nahezu transversalen Charakter be-
sitzen, den Hauptbeitrag zur Streuung liefern. Bei 
höheren Temperaturen haben dagegen die Schwin-
gungen mit mehr longitudinalem Charakter die grö-
ßere Bedeutung. Bei der numerischen Berechnung 
von J (p) tritt die Schwierigkeit auf. daß der Wert 
[Uo (r . ) - E0 ] und auch die FERMI-Energie nicht ge-
nau bekannt sind. Während aus der Arbeit von 
F U C H S 3 8 für [ i V f o ) - £ 0 ' ] der Wert 1.3 eV zu 
entnehmen ist, erhält man aus den Angaben von 
K A M B E 39 gerade den doppelten Wert. Wir haben da-
her die ganze Rechnung mit den folgenden Para-
metern durchgeführt: 
W i n ) - £ 0 ' ] / t = 0 , 0 . 1 8 5 , 0,370 und für die 
FERMi-Energie 7,0 eV (m*/m = 1) bzw. 4,7 eV 
(m*/m = 1 ,5) . 

Für die Entwicklung des Ausdrucks F (p ) nach 
kubisch-sphärischen Harmonischen K?rj({},cp) be-
nützen wir die Methode der kleinsten Quadrate: Als 
Vergleichsfunktion dient die Entwicklung 

4 

ZFo(p) K2 , 
<?=0 

deren Koeffizienten aus der Forderung bestimmt 
werden, daß die Summe der Abweichungsquadrate 



T = 2 0 , 4 ° K : 4 
h 

kT U2 dfc\ — 2 mo 
• Mnl -10® 

00 
T = 2 0 , 4 ° K : 4 

h (£B)2\ de) 

— 2 mo 
• Mnl -10® 

00 

[Vo(rs) - EoVC 0,000 

m*lm — 1,0 
0,185 0,370 0,000 

m*lm = 1,5 
0,185 0,370 

nl m o 
11 0 0 0,4045 0,8122 1,4165 0,6166 1,1045 1,7446 

1 - 1 - 0 , 4 0 4 5 - 0 , 8 1 2 2 - 1 , 4 1 6 5 - 0 , 6 1 6 6 - 1 , 1 0 4 5 - 1 , 7 4 4 6 

0 0 - 0 , 1 5 2 2 - 0 , 3 4 9 2 - 0 , 6 3 6 7 - 0 , 2 5 5 0 - 0 , 4 8 5 1 - 0 , 7 9 0 6 
13 1 - 1 - 0 , 0 9 3 3 - 0 , 2 1 3 8 - 0 , 3 8 9 9 - 0 , 1 5 6 2 - 0 , 2 9 7 0 - 0 , 4 8 4 1 

1 3 - 0 , 1 2 0 4 - 0 , 2 7 6 1 - 0 , 5 0 3 4 - 0 , 2 0 1 6 - 0 , 3 8 3 5 - 0 , 6 2 5 0 

0 0 0,6492 0,7508 0,9233 0,5753 0,8158 1,1259 
1 - 1 - 0 , 7 0 8 9 - 0 , 8 8 1 4 - 1 , 1 5 9 3 - 0 , 6 6 8 0 - 0 , 9 9 5 0 - 1 , 4 2 1 2 

33 2 - 2 0,8044 1,0905 1,5369 0,8163 1,2818 1,8935 
3 - 3 - 0 , 6 8 5 0 - 0 , 8 2 9 2 - 1 , 0 6 4 9 - 0 , 6 3 0 9 - 0 , 9 2 3 3 - 1 , 3 0 3 1 
1 3 0,0462 0,1012 0,1828 0,0718 0,1388 0,2287 
2 2 - 0 , 0 5 9 7 - 0 , 1 3 0 7 - 0 , 2 3 6 0 - 0 , 0 9 2 7 - 0 , 1 7 9 2 - 0 , 2 9 5 2 

T = 7 7 , 4 ° K : 4 
n 

kT ( d k\ —2 mo 
• Mnl -103 

00 
T = 7 7 , 4 ° K : 4 

n (CB)2 { de) 

—2 mo 
• Mnl -103 

00 

[Fo ( r s ) - EoVC 
0,000 

m*/m = 1 , 0 

0,185 0,370 0,000 

TO*/m = 1,5 

0,185 0,370 

nl m o 
11 0 0 0,3846 0,6946 1,1112 0,5924 0,9146 1,3176 

1 - 1 - 0 , 3 8 4 6 - 0 , 6 9 4 6 - 1 , 1 1 1 2 - 0 , 5 9 2 4 - 0 , 9 1 4 6 - 1 , 3 1 7 6 

0 0 - 0 , 0 2 2 3 - 0 , 0 4 0 1 - 0 , 0 6 4 9 - 0 , 0 3 3 6 - 0 , 0 5 2 9 - 0 , 0 7 7 6 
13 1 - 1 - 0 , 0 1 3 6 - 0 , 0 2 4 6 - 0 , 0 3 9 8 - 0 , 0 2 0 6 - 0 , 0 3 2 4 - 0 , 0 4 7 5 

1 3 - 0 , 0 1 7 6 - 0 , 0 3 1 7 - 0 , 0 5 1 3 - 0 , 0 2 6 6 - 0 , 0 4 1 8 - 0 , 0 6 1 3 

0 0 0,5677 0,8345 1,1759 0,7691 1,0303 1,3458 
1 - 1 - 0 , 5 8 3 2 - 0 , 8 5 8 6 - 1 , 2 1 1 3 - 0 , 7 9 0 7 - 1 , 0 6 0 7 - 1 , 3 8 7 1 
2 - 2 0,6079 0,8971 1,2680 0,8253 1,1093 1,4531 

33 3 - 3 - 0 , 5 7 7 0 - 0 , 8 4 9 0 - 1 , 1 9 7 1 - 0 , 7 8 2 1 - 1 , 0 4 8 5 - 1 , 3 7 0 6 
1 3 0,0120 0,0186 0,0275 0,0167 0,0235 0,0320 
2 2 - 0 , 0 1 5 5 - 0 , 0 2 4 1 - 0 , 0 3 5 5 - 0 , 0 2 1 6 - 0 , 0 3 0 4 - 0 , 0 4 1 3 

T > 0 : 
h 

kT t dk \ 
T > 0 : 

h tZB)2\ de) V kT ) 00 

[Vo(rs) - E0]/C 0,000 

m*/m = 1,0 

0,185 0,370 0,000 

m*\m = 1,5 

0,185 0,370 

nl m o 
11 0 0 0,8244 1,4382 2,2514 1,2496 1,8771 2,6531 

1 - 1 - 0 , 8 2 4 4 - 1 , 4 3 8 2 - 2 , 2 5 1 4 - 1 , 2 4 9 6 - 1 , 8 7 7 1 - 2 , 6 5 3 1 

0 0 - 0 , 0 2 7 8 - 0 , 0 4 8 2 - 0 , 0 7 6 2 - 0 , 0 4 1 2 - 0 , 0 6 2 8 - 0 , 0 9 0 4 
13 1 - 1 - 0 , 0 1 7 1 - 0 , 0 2 9 5 - 0 , 0 4 6 6 - 0 , 0 2 6 4 - 0 , 0 3 8 8 - 0 , 0 5 5 4 

1 3 - 0 , 0 2 2 2 - 0 , 0 3 8 1 - 0 , 0 6 0 2 - 0 , 0 3 2 5 - 0 , 0 4 9 6 - 0 , 0 7 1 4 

0 0 1,2854 1,8795 2,6261 1,7498 2,3194 2,9972 
1 - 1 - 1 , 3 0 6 8 - 1 , 9 1 1 9 - 2 , 6 7 2 9 - 1 , 7 7 9 4 - 2 , 3 6 0 0 - 3 , 0 5 1 4 

33 2 - 2 1,3409 1,9639 2,7479 1,8267 2,4250 3,1382 
3 - 3 - 1 , 2 9 8 2 - 1 , 8 9 8 9 - 2 , 6 5 4 2 - 1 , 7 6 7 5 - 2 , 3 4 3 7 - 3 , 0 2 9 8 
1 3 0,0166 0,0251 0,0363 0,0229 0,0315 0,0419 
2 2 - 0 , 0 2 1 3 - 0 , 0 3 2 5 - 0 , 0 4 6 8 - 0 , 0 2 9 6 - 0 , 0 4 0 6 - 0 , 0 5 4 2 

Tab. 1. Matrixelemente M bei verschiedenen Temperaturen. 



für die 330 Raumrichtungen zu einem Minimum 
wird. Das Ergebnis dieser Entwicklung für 

[ f / 0 r ( r s ) - £ „ ' ] / £ = 0,185 und 4 = 4 , 6 5 eV 

findet sich für vers ch iedene T e m p e r a t u r e n in A b b . 3 . 
4 und 5 . D i e B e r e c h n u n g v o n F0,a, d . h . d ie Ent-
wick lung v o n F0(p) nach LEGENDREschen P o l y n o m e n 
w i r d mit d e m v o n F E H L B E R G 4 0 a n g e g e b e n e n V e r f a h -
ren durchge führt . M i t den so berechneten K o e f f i z i e n -

m o 
ten lassen sich die Matrixelemente Mnl (Tab. 1) T S 
und damit audi der Widerstandstensor berechnen. 

6. Allgemeine Diskussion; 
Abweichungen von der Matthiessenschen Regel 

a) Die elektrische Leitfähigkeit 

Aus den Abb. 3, 4 und 5 ist ersichtlich, daß die 
seitherige Annahme einer isotropen Übergangswahr-
scheinlichkeit für die thermische Streuung der Elek-
tronen eine sehr grobe Annäherung an die wirklichen 
physikalischen Verhältnisse ist. Während in der 
üblichen Transporttheorie, wo man entweder das 
Gitterschwingungsspektrum mit der DEBYEschen 
Theorie berechnet oder aber über das anisotrope 
Gitterspektrum ( B A I L Y N ) mittelt, nur der Entwick-
lungskoeffizient F 0 ( p ) den ganzen Streuprozeß be-
schreibt, sind in einer genaueren Theorie auch ver-
schiedene Koeffizienten F0(p), wobei Q=p0 ist, mit 
dem „isotropen" Ausdruck F n (p ) größenordnungs-
mäßig vergleichbar. Vor allem bei tiefer Temperatur 
ist diese Anisotropie sehr ausgeprägt. Neben den 
Gitterschwingungen mit kleinem Ausbreitungsvektor 
(Vorwärtsstreuung) sind hier vor allem nur noch 
jene Schwingungen mit sroßem Ausbreitungsvektor 
angeregt, die sich in [111]-Richtung ausbreiten. In 
dieser Richtung kommt nämlich die Kugel pm a x = 2 ky 
einigen reziproken Gitterpunkten am nächsten. Durch 
diese Umklappprozesse nimmt auch die Funktion 
F0(p) mit wachsendem p wieder zu, während sie 
in der BLOGHschen Theorie nur in der Umgebung 
von p = 0 im wesentlichen von Null verschieden ist. 
Bei höheren Temperaturen geht die Anisotropie im-
mer mehr zurück, weil dann nicht nur die Gitter-
schwingungen für bestimmte Ausbreitungsrichtun-
gen angeregt sind. 

Um die theoretischen Ergebnisse mit dem Experi-

40 E. FEHLBERG, Z. angew. Math. Mech. 104, 31 [1951]. 

Abb. 3. Einfluß der Anisotropie des Gitterschwingungsspek-
trums auf die Elektron-Phonon-Streuung bei 7 = 20,4 °K. 

T=77^ K 

!03z-2b-2fo(p) 

Abb. 4. Einfluß der Anisotropie des Gitterschwingungsspek-
trums auf die Elektron-Phonon-Streuung bei T = 77,4 °K. 

Abb. 5. Einfluß der Anisotropie des Gitterschwingungsspek-
trums auf die Elektron-Phonon-Streuung bei 7 = 273,15 °K. 

ment vergleichen zu können, müssen wir noch für 
die Parameter £ und U0' (rs) — E0' Zahlenwerte ein-
setzen. Zunächst sieht man aus Tab. 2, daß das 
Verhältnis Q ^ j o ^ , wo Q(t d e r Widerstand bei 



T = 2 0 , 4 ° K 

m*/m = 1,0 m*/m = 1,5 

[•U0(rs) - E0]/C 0,000 0,185 0,370 0,000 0,185 0,370 

« M K - i * 4,67 4,73 4,55 4,22 4,56 4,69 

ar/aTo 0,918 0,676 0,287 0,705 0,470 0,260 
10« • &(Oe-2) 3,030 5,496 6,190 8,487 6,384 4,309 
10« • c(Oe~2) 0,056 0,724 0,519 1,187 0,667 0,345 
10« • .4||(Oe-2) 1,436 2,488 2,684 3,870 2,820 1,862 
10® • . 4 j _ (Oe - 2 ) 2,313 4,252 4,848 6.552 4,974 3,378 

T = 7 7 , 4 ° K 

m*/m = 1,0 m*/m = 1,5 

[U0(rs)-E0]/C 0,000 0,185 0,370 0,000 0,185 0,370 
o(0)/o(0) 
QT IQTo 0,129 0,133 0,136 0,131 0,134 0,137 

ar/aTo 0,997 0,996 0,995 0,997 0,996 0,995 
1012 - 6 (Oe - 2 ) 1,418 0,804 0,470 0,844 0,562 0,377 
1012 • c (Oe- 2 ) 0,326 0,184 0,107 0,194 0,129 0,086 
1012 • An(Oe- 2 ) 0,697 0,395 0,231 0,415 0,276 0,185 
1012 - ^ _ L ( O e - 2 ) 1,069 0,606 0,354 0,637 0,424 0,284 

T = 2 7 3 , 1 5 ° K 

m*/m = 1,0 m*/m = 1,5 

[ i7 0 (r s ) - E0]/Z 0,000 0,185 0,370 0,000 0,185 0,370 
o^iiiQ cm] 0,376 0,655 1,026 0,570 0,856 1,209 
p g a p j f i c m Oe- 1 ] 7,386 • i o - 7 

1 0 1 4 - 6 ( 0 e - 2 ) 0,681 0,375 0,220 0,394 0,259 0,177 
1 0 1 4 - c ( 0 e - 2 ) 0,162 0,089 0,052 0,094 0,061 0,042 
10 1 4 -^||(0e - 2 ) 0,337 0,185 0,109 0,195 0,128 0,088 
1014 - ^ ^ ( O e - 2 ) 0,512 0.282 0,166 0,297 0,195 0,133 

Tab. 2. Elektrischer Widerstand, HALL-Konstante und Änderungen des elektrischen Widerstandes im Magnetfeld 
bei f = 20,4 °K,77,4 °K und 273,15 °K. 

273,15 °K ist, nur sehr wenig von diesen beiden 
Größen abhängig ist. Es genügt daher, diese Ab-
hängigkeit bei T0 = 273,15 °K zu untersuchen, 
was in Abb. 6 dargestellt ist. Legen wir in 
U0'(rs) - EQ den von K A M B E 39 berechneten Wert 
von EQ = —1,0937 Rydberg zugrunde, dann erhält 
man bei einem quasifreien Elektronengas 

U0'(rs) — E0' = 2,65 eV. 

Für den spezifischen Widerstand bei T = 273,15 °K 
können wir dann aus Abb. 6 die Werte 1,64 juQcm 
bzw. 1,02 fiQcm entnehmen, je nachdem m*/m= 1,5 
bzw. m*/m = 1,0 ist. Der experimentell gemessene 
Wert ist 1,57 /<fi cm und führt bei Annahme einer 

linearen Abhängigkeit von der effektiven Masse auf 
m*/m — lA4, was in guter Übereinstimmung mit 
jenem Wert der effektiven Masse ist, der von 

Abb. 6. Spezifischer Widerstand in Abhängigkeit von 
Ut'(rs)-E0\ 



R A Y N E 41 aus der spezifischen Wärme der Elektronen 
gemessen wurde. Mit dem von F U C H S berechneten 
Wert für E0 erhält man einen zu kleinen Wert für 
den elektrischen Widerstand bei Zimmertemperatur. 

Nachdem der Absolutwert des elektrischen Wider-
standes bei T = 2 7 3 , 1 5 C K festgelegt ist, brauchen 
wir nur noch das Verhältnis o ^ j o ^ näher zu un-
tersuchen. Die in der Tab. 2 aufgeführten Wider-
standsverhältnisse für die Temperaturen T = 77,4 °K 
und 7 = 2 0 . 4 °K sind mit den von G R Ü N E I S E N 42 und 
M E I S S N E R 43 experimentell ermittelten Werten von 
0.129 bzw. 5 • 10~4 zu vergleichen44. Wir erhal-
ten für die Temperaturabhängigkeit im Intervall 
20,4 ° K < T < 2 7 3 , 1 5 ° K gute Übereinstimmung 
zwischen Theorie und Experiment. In der B L O C H -

schen Theorie war dies auch der Fall; aber es ist 
doch zu berücksichtigen, daß dort der Wert der 
DEBYE-Temperatur (9R den experimentell gemesse-
nen Widerstandsverhältnissen angepaßt wurde. Da 
in der BLOCHschen Theorie der Widerstand bei tie-
fen Temperaturen eine Funktion von 0R 6 ist. kann 
diese Anpassung schon durch kleine Änderungen 
der DEBYE-Temperatur erreicht werden. 

Auf eine Berechnung des elektrischen Widerstan-
des unterhalb 20 °K haben wir verzichtet, weil dann 
wahrscheinlich die Annahme, daß die Schallschwin-
gungen im thermischen Gleichgewicht sind, nicht 
mehr erfüllt ist. Außerdem ist auch der temperatur-
abhängige Widerstand in diesem Bereich nicht mehr 
von großem Interesse, weil er meist vom Restwider-
stand überdeckt wird. 

b) Abweichungen von der MArraiESSENscAen Regel 

Der Vorteil des oben beschriebenen Lösungsver-
fahrens gegenüber der BLOCHschen Methode erweist 
sieb erst, wenn wir die Abweichungen von der Ad-
ditivität des temperaturabhängigen Widerstandes 
und des Restwiderstandes untersuchen wollen. 
Nimmt man nämlich an, daß die thermische Streu-
ung der Elektronen isotrop erfolgt, so ist nur dann 
eine Abweichung von der MATTHiESSENschen Regel 
zu erwarten, wrenn die statischen Gitterfehler aniso-
trop streuen. Anders dagegen, wenn auch die ther-

41 J. RAYNE, Phys. Rev. 95, 1428 [1954]. 
4 2 E . GRÜNEISEN u . E . GOENS, Z . P h y s . 4 4 , 6 1 5 [ 1 9 2 7 ] . 
43 W. MEISSNER, Phys. Z. 29. 897 [1928]. 
4 4 A u s den M e s s u n g e n von K .B E R M A N u n d D . K . C . MACDONALD, 

Proc. Roy. Soc., Lond. A 211, 122 [1954] kann man für 
das Widerstandsverhältnis n bei 20,4 ° K den Wert 
5 , 9 6 - 1 0 - 4 entnehmen. 

mischen Schwingungen die Elektronen anisotrop 
streuen! Dann können nämlich Abweichungen von 
der Additivität des Widerstandes auch durch isotrop 
streuende Gitterfehler hervorgerufen werden. Um 
dies zu zeigen, knüpfen wir an frühere Untersuchun-
gen 12 an. Wie dort schon erwähnt wurde, setzen 
sich die Matrixelemente additiv aus zwei Größen 
zusammen, wenn die Elektronen außerdem noch 
durch statische Gitterfehler gestreut werden: 

Tt * " l U T* *
 7nU , g  U  

M nl = Mt nl +MR nl , 
rs rs rs 

( 4 8 ) 

wobei das Glied Mt ni von der Streuung der Elek-
r s 

tronen durch Gitterschwingungen, das Glied MR nl 
r s 

durch die Streuung an den statischen Gitterfehlern 
hervorgerufen wird. Wenn auch die statischen Git-
terfehler kubische Symmetrie haben — ohne viel 
Schwierigkeiten kann man die folgenden Überlegun-
gen jedoch audi auf tetragonale Symmetrie über-
tragen — ist der elektrische Widerstand gegeben 
durch 

oges . = e 2 ö 2 { M t 11 + M r l i -
1 00 00 

00 .» 0<K2 (Mi Jj +MR}*) 
„, 00 00 ' 
M t 3 3 + M R 3 3 

(49) 

während sich der Widerstand o t , der durch die ther-
mische Bewegung der Gitterionen, und der Wider-
stand o R , der durch die statischen Gitterfehler er-
zeugt wird (Restwiderstand), aus den beiden folgen-
den Gleichungen berechnen lassen 

o t = e - 2 ( $ - 2 J Mt i i — 
00 

^ = < , - 2 ( 5 - 2 M R I I -
1 00 

M . 33 1 00 
00x2 

ur 00 
M R 33 

(50 a) 

(50 b) 

Es tritt demnach folgende Abweichung von der Ad-
ditivität des elektrisdien Widerstandes auf 

( ^ o ) M a t t . = (51) 
, r U" 
Mt 13 

1 00 
, , 00 
M t 33 

M R 13 K 00 
u r °0 M k 33 

1 Mt 00 11 00 /Mt 13 \ 00 | + ' 
{?R 

r „ oo M R u K 00 
?t Mt 

00 33 00 U/t r,o 
33 / 00/ . 

+ ' 
{?R ur 00 MR 33 14 00 

Wie aus der Tabelle für die Matrixelemente Mt ^ 

zu entnehmen ist, ist der in der eckigen Klammer 
hinter l / o t stehende Ausdruck nahezu gleich eins. 



Da über die Art der Gitterfehlstellen, die den Rest-
widerstand verursachen, meist sehr wenig bekannt 
ist. machen wir dieselbe Näherung auch in der zwei-
ten Klammer. Es ist dann 

( ^ e ) Matt. = et 

n r " " M t 13 1 00 
, , 00 
Mt 33 

M K 13 K 00 * r 00 Mn 33 

l + ? t / o R 

Durch die thermischen Glieder ot und 
-ii- ui M t 13 _00 

M t 33 

(52) 

wird 

die Abweichung von der MATTHiEssENsdien Regel 
temperaturabhängig, und zwar können wir zwei 
Fälle unterscheiden: 

1. Wenn der thermische Widerstand klein gegen-
über dem Restwiderstand ist. nimmt (^o) M a t t linear 
mit <?t z u -

2. Wenn der thermische Widerstand groß gegen-
über dem Restwiderstand ist, ergibt sich die kon-
stante Abweichung 

(^{?)Matt.=£R 
Mi 13 _ 00 
„ 00 ^ t 33 

ir 00\ 2 

Mjl ' 
K 00/ 

(53) 

MATTHiESSENschen Regel für die bestrahlte und un-
bestrahlte Probe beredinet. Die Temperaturabhän-
gigkeit des spezifischen Widerstandes ,ot haben wir 
den Messungen von B E R M A N und M A C D O N A L D 46 ent-

00 00 
nommen. Für das Anisotropieverhältnis A/ti3/A/t33 
haben wir den Wert für 20,4 °K eingesetzt. Diese 
Annahme ist zunächst nicht voll gerechtfertigt, weil 
der obige Quotient ziemlich temperaturabhängig ist. 
Wie wir noch sehen werden, müssen wir jedoch bei 
höheren Temperaturen die Abweichungen der F E R M I -

Oberfläche von der Kugelform berücksichtigen, so 
daß der Fehler, den wir durch obige Vereinfachung 
begehen, nicht sehr groß sein wird. Wie man aus 
Abb. 7 sieht, kann mit Hilfe der Anisotropie des 

Wie groß eventuell diese Abweichungen werden kön-
nen, soll an einem Beispiel erläutert werden. M A G N U -

SON, P A L M E R und K O E H L E R 45 haben 99,999%-Kupfer, 
das einen Restwiderstand von 1,30 ' 10~9 ficm be-
saß, mit Deuteronen bestrahlt und dadurch eine 
Widerstandszunahme von 5,61 • 1 0 - 8 Q cm erreicht. 
Es wurde dann die Erholung der Strahlungsschädi-
gung bei bestimmten Temperaturen untersucht. In 
einem Restwiderstands-Zeitdiagramm ist die Erho-
lung durch eine abfallende Kurve sichtbar. Bei Wech-
sel zu einer höheren Erholungstemperatur treten 
außerdem noch kleine positive Sprünge auf. Die 
Autoren haben diesen Effekt, der nicht mit der Er-
holung zusammenhängt, weil er nur von der Tempe-
ratur und nicht von der Zeit abhängig ist, einer Än-
derung der DEBYE-Temperatur durch die Bestrahlung 
zugeschrieben. Es läßt sich nun zeigen, daß wir ihn 
zwanglos durch Abweichungen von der M A T T H I E S S E N -

schen Regel deuten können. 
Bei tiefen Temperaturen ist das Anisotropiever-

00 00 
hältnis M t 1 3 /M t 3 3 so groß, daß wir das zweite von 00' 00 b 

den statischen Gitterfehlern herrührende Glied ver-
nachlässigen können. Für verschiedene Temperaturen 
haben wir die Größe der Abweichungen von der 

Abb. 7. Differenz der Abweichungen von der MATTHiEssENsdien 
Regel bei einer bestrahlten und unbestrahlten Probe in Ab-

hängigkeit von der Temperatur. 

Streumechanismus sowohl der Betrag als auch die 
Temperaturabhängigkeit der Sprünge qualitativ er-
klärt werden. 

c) Änderung des elektrischen Widerstandes im 
Magnetfeld 

In gleicher Weise kann man die Änderung des 
elektrischen Widerstandes im Magnetfeld bei tiefen 
Temperaturen quantitativ verstehen. Zunächst fällt 
in Tab. 2 auf, daß bei 20,4 °K schon mit einem 
magnetischen Querfeld von 800 Gauß eine Erhöbung 
des elektrischen Widerstandes um den Faktor 2 er-
reicht werden kann. Da bei der Ableitung des Va-
riations-Iterationsverfahrens vorausgesetzt wurde, 
daß das Magnetfeld nur eine Störung der ther-
mischen Streuung der Elektronen ist, können wir 
mit den abgeleiteten Beziehungen, die für die Än-
derung des elektrischen Widerstandes eine quadra-
tische Abhängigkeit von der Feldstärke voraussagen, 
nur den Bereich 0 < / / < 3 0 0 Gauß beschreiben. Um 

Ma1t.,bestr. -m, Matt, unbesfr. 

theor. 

4 5 G . D . MAGNUSON, W . PALMER U. J . S . KOEHLER, P h y s . R e v . 
109, 1990 [1958]. 

4 6 R . BERMAN U. D . K . C . MACDONALD , P r o c . R o y . S o c . , L o n d . A 
211, 122 [1952]. 



noch höhere Feldstärken erfassen zu können, müß-
ten wir außer den quadratischen Gliedern auch noch 
höhere Potenzen des Magnetfeldes berücksichtigen. 
Dieses Ergebnis steht in Übereinstimmung mit den 
Messungen von G R Ü N E I S E N und A D E N S T E D T 47, die 
die magnetische Widerstandsänderung eines natür-
lich gewachsenen Einkristalls mit dem Widerstands-
verhältnis • K T 4 bei 20.4 °K bestimmt 
haben. Sie fanden nämlich heraus, daß sich die Än-
derung des elektrischen Widerstandes schon von 
kleinen Feldstärken ab durch eine lineare Abhängig-
keit beschreiben läßt. Mit einem magnetischen Quer-
feld von H = 300 Gauß haben die Autoren eine Er-
höhung des Widerstandes um Ao = 1,20 • 1 0 - 1 ° Q cm 
unabhängig von der Orientierung des Magnetfeldes 
gegenüber den Kristallachsen erzielt. Der theore-
tische Wert für diese Feldstärke ist winkelabhängig 
und schwankt zwischen 0.8 und 0.95 • 10~1 0 Q cm. 
Für diese Feldstärke ist also befriedigende Überein-
stimmung zwischen Theorie und Experiment vor-
handen. Die Berechnung der Widerstandsänderung 
für höhere Feldstärken versagt aus den oben ange-
führten Gründen. Eine Prüfung der theoretischen 
Ergebnisse — insbesondere die Verkleinerung der 
HALL-Konstanten um den Faktor 2 bzw. 4 gegen-
über dem Wert des freien Elektronengases — an 
weiterem experimentellem Material konnte nicht 
durchgeführt werden, weil bei den meisten Arbei-
ten 4 8 ' 4 9 der Restwiderstand weitgehend den ther-
mischen Widerstand überwogen hat. Da der Rest-
widerstand vor allem durch mehr isotrop streuende 
Gitterfehler als es die Gitterschwingungen sind, ver-
ursacht wird, wird dadurch der Betrag der Wider-
standsänderung im Magnetfeld weitgehend herab-
gesetzt. 

Bei der Temperatur von 77,4 °K und Zimmer-
temperatur liegen nur Messungen an polvkristalli-
nem Material vor. Für 77,4 °K kann man aus den 
Messungen von K A P I T Z A folgende Werte entneh-

men: Aj_ = 1 0 ~ u Oe~2 und = 5 • 10~1 2 O e " 2 . 
Für die Änderung des Widerstandes im transversa-
len Magnetfeld gibt G R U N M A C H 51 bei Zimmertempe-
ratur den Wert A± = 4 • 1 0 - 1 3 O e - 2 an. 

Die theoretischen Werte bei 7, = 7 7 , 4 ° K und 
T = 273,15 K sind also um den Faktor 30 bzw. 
300 zu klein. Diese Diskrepanz kommt dadurch zu-
stande, daß bei hohen Temperaturen die wesentliche 
Anisotropie der Übergangswahrscheinlichkeit nicht 
von den thermischen Gitterschwingungen, sondern 
von der Abweichung der Elektronenenergiefläche 
von der Kugelgestalt herkommt, während bei tiefen 
Temperaturen durch nicht angeregte Gitterschwin-
gungen eine Anisotropie verursacht wird, die den 
Einfluß der nichtsphärischen Energieflächen über-
deckt. Die Berechnung der magnetischen Wider-
standsänderung bei nichtsphärischen Energieflächen 
ist äußerst kompliziert und wird zur Zeit durchge-
führt. 

Herrn Professor Dr. U. DEHLINGER danke ich sehr 
für sein förderndes Interesse an der vorliegenden Ar-
bei. Mein besonderer Dank gilt Herrn Prof. Dr. A. SEE-
GER für die Anregung zu diesen Untersuchungen und 
für viele eingehende Diskussionen. Der D e u t s c h e n 
F o r s c h u n g s g e m e i n s c h a f t habe ich für finan-
zielle Unterstützung zu danken. 

Anhang 

Umformung des Ausdrucks B^l (r, r') • K.20(l — r') 
auf bikubisch-sphärische Harmonische. 

Der in Abschnitt 3 auftretende Ausdruck 

BFL ( r , r ' ) - K 2 O ( r - r ' ) 

ist eine Funktion der beiden Variablen r und r', besitzt 
kubische Symmetrie und gehört zur Darstellung 
Wie wir weiter unten zeigen werden, erfüllt er auch die 
von HOBSON 5 2 angeführten Bedingungen, die für eine 
Entwicklung nach Kugelflächenfunktionen vorausgesetzt 
werden müssen. Wir können ihn daher in folgender 
Weise 

bT0 (r, r') • Ku{x-x') = Y fc(B2?:o,+) (r, /) • Bfft+)(*,<Pl <p') + 2 r') • <p; cp') (A 1) 
n,l n,l 

nach bikubisch-sphärischen Harmonischen entwickeln. 
Im allgemeinen Fall r ^ r ' müssen dabei die Entwick-
lungskoeffizienten k^0i'"'+\r, r') symmetrisch und die 
4 7 E . GRÜNEISEN U. H . ADENSTEDT, A n n . P h y s . , L p z . 3 1 , 7 1 4 

[1938]. 
48 P. JONGENBURGER, Conf. de Physique des Basses Tempera-

tures, Paris, No. 47, 411 [1955]. 
49 H. G. VAN BUEREN, Thesis Leyden [1956]. 

Entwicklungskoeffizienten k^V"' \r, r ) antisymme-
trisch in den beiden Variablen r und r sein, weil 

— O die beiden Vektoren r und r' in symmetri-
50 P. KAPITZA, Proc. Roy. Soc., Lond. A 123, 292 [ 1 9 2 9 ] . 
5 1 L . GRUNMACH, A n n . P h y s . , L p z . 2 2 , 1 4 1 [ 1 9 0 7 ] . 
52 E. W. HOBSON, The Theory of Spherical and Ellipsoidal 

Harmonics, University Press, Cambridge 1931. 



scher Weise enthält. Im Zusammenhang mit der in Ab-
schnitt 3 benötigten Entwicklung können wir uns auf 
den Spezialfall r — r beschränken, bei dem alle 

(r, r') verschwinden und die symmetrischen 
Koeffizienten außerdem noch unabhängig von r werden. 

Für die weitere Ableitung benützen wir die Eigenschaft 
der kubischen Harmonischen, daß sie sich durch homo-
gene Polynome vom Grad 2 n darstellen lassen, welche 
invariant gegenüber allen Symmetrieoperationen der 
kubischen Gruppe sind. 

fr / /v V ^ (sin t? cos qp — sin cos ro')2a. (sjn # sin a> — sin sin qp')2ß-(cos •& — cos 
— ( i ^ c o s V ' ( A 2 ) 

wobei a + ß + y = Q und | r | = | r' | angenommen wurde. 

Der im Zähler stehende Ausdruck besitzt schon kubische Symmetrie und läßt sich daher nach bikubisch-
sphärischen Harmonischen entwickeln, und zwar muß — wie man sich leicht überzeugen kann — folgende Ent-
wicklung möglich sein 

e 0<2e:+) . ß(2e;+) 
* 2 . ( r - r ' ) = 2 ^ V p - = 2 kni°'+) -Bni+) (*<Pi (A3) 

i=o (.1 —cosüje n l 

und allgemein 

B S f t . d - O - B S 2 ai*]r'B- Z * g T + ) • W y ; • ( A 4 ) 
r = 0 U — c o s ü j e n l 

Wegen der Integraleigenschaften der bikubisch-sphärischen Harmonischen sind die Entwicklungskoeffizienten 
^ (P 0̂' bestimmt durch 

Die Auswertung des auf der rechten Seite stehenden 
Integrals scheint wegen des Faktors (1 — c o s @ ) ? im 
Nenner äußerst schwierig zu sein; ja es ist sogar frag-
lich, ob das Integral überhaupt einen endlichen Wert 
besitzt. Mit Hilfe eines Grenzübergangs # —>- und 
qp—yqp'; d. h. cos 0 —> 1 , können wir zeigen, daß der 
Integrand beschränkt bleibt, jedoch an der Stelle 
cos 0 = 1 unendlich vieldeutig wird. Nach HOBSON wird 
daher die oben angegebene Entwicklung, wenn cos 0 1 
ist, gleichmäßig gegen den jeweiligen Funktionswert 
konvergieren. An der Stelle cos 0 = 1 wird dagegen 
die Entwicklung einen Wert annehmen, der ein Mittel-
wert aus den unendlich vielen Funktionswerten ist. Für 

die weitere Berechnung des Integrals entwickeln wir 
das Produkt l nach bikubischen, sphä-
rischen Harmonischen. Nach dem Vektoradditionsmodell 
treten hierbei Funktionen auf, die zur Darstellung 
gehören, wobei 0 L 2 Q ist 

( A 6 ) 
L = 0 >', /. 

Setzen wir nun die Entwicklung des Produkts 
Bl; -B 

n V in das obige Integral ein, so ergibt 
sich wegen der Orthogonalitätsrelation, daß nur die 
Glieder mit L = 0 einen Beitrag liefern. 

[ n » + T « « « • » ' - 2 ° » / o " « . e i . d a i d c o ' ( A 7 ) 

f ^ f r - 1 * - <A8> 

Der Koeffizient C f
y°J besitzt den Wert 

C <°> = • • d » d a , ' - / f da, d a , ' . ( A 9 ) 

Wegen der Eigenschaft der Koeffizienten ist C f } nur dann von Null verschieden, wenn die Ungleichung 
n, l 

i (n + Z) -Q ^ v H/i + Z) + £> erfüllt ist. 



Damit wird 

* / f T *» - i / rtlm 
T = 0 

( A 1 0 ) 

K»+<>&+' r pa(x)-pv(x) 
X 

v = [ ( n + Z ) / 2 ] - e 

6 r , 2 ö — r 
2 n,l (l-x)e d x . 

Wie wir schon gezeigt haben, muß das obige Integral einen endlichen Wert haben. Dies ist nur möglich, wenn 
folgende Umordnung durchführbar ist 

Z<SP.J[i®P<T dwdß/ Z . 7 w w- (aid y = [(n+l)/ 2J-e 

Man erhält somit endgültig 

r,(2e;a,+) _ 
n l 

2 d nl n < < n + l 

2a+l / [ £ » . + ) ] • d 0 ) d G > ' 2 ' 

\ n + l 
0 > 2 * 

X = 0 

0 
(A 12) 

N O T I Z E N 

Über ein Spinormodell in der Quantentheorie 
nichtlinearer Wellengleichungen 

V o n K . L A D Á N Y I 

Forschungsgruppe für Theoretische Physik der Ungarischen 
Akademie der Wissenschaften, Budapest 

( Z . Natur forschg . 14 a , 5 8 0 — 5 8 1 [1959 ] ; e ingegangen am 12. Februar 1959) 

Wie bekannt, ist in der zum Studium der wichtig-
sten Züge der H E i s E N B E R c s c h e n nichtlinearen Feld-
theorie 1 eingeführten LAGRANGE-Funktion 

l2 

der Isotopenspin nicht berücksichtigt. In einer späteren 
Arbeit zeigten H E I S E N B E R G und P A U L I 2, daß die L A -

GRANGE-Funktion 
\z 

L' = yj+yßdßy± 2 {xp+ y„ y5 xp) {xp+ yß y5 tp) 

den Grund einer künftigen Theorie der Elementarteil-
chen bilden kann. Man kann zeigen, daß die Erhaltung 
der Baryonenzahl und der Ladung gesichert, und daß 
L' invariant gegen die mit der Isotopenspingruppe iso-
morphen PAULi-Transformation ist3 '4. Von einigen ein-
fachen Annahmen ausgehend wird im folgenden das 
qualitative Modell der Theorie der Elementarteilchen 
auf Grund einer anderen LAGRANGE-Funktion konstru-

1 W.HEISENBERG, Rev. Mod. Phys. 29, 269 [1957]. In dieser 
Arbeit sind auch weitere Literaturangaben zu finden. 

2 W . HEISENBERG U. W . PAULI, On the Isospingroup in the 
Theory of the Elementary Particles, 1958. Prepint. 

3 W . PAULI, Nuovo Cim. 6 , 2 0 4 [ 1 9 5 7 ] , 
4 G . GÜRSEY, Nuovo Cim. 7 , 4 1 1 [ 1 9 5 8 ] . 

iert. Diese Annahmen können folgendermaßen zusam-
mengefaßt werden: 

1. Das nichtlineare Glied der LAGRANGE-Funktion ent-
spricht einer universalen FERMi-Wechselwirkung. 

2. Die LAGRANGE-Funktion zeigt keine Invarianz-
eigenschaften, die in der Natur nicht vorkommen. 

3. In der Theorie treten nur zwei Spinoren mit vier 
Komponenten und rp2 auf. 

4. Die LAGRANGE-Funktion ist gegen die Transforma-
tionen 

i p 2 = e ^ y j 2 V i ' = e , a V i » ( 1 , 2 ) 

invariant. 
Im Einklang mit unseren Grundannahmen wird jetzt 

die LAGRANGE-Funktion 

L = xpi+ yß ipi + fajki{yC yß a y/j) (yjk+ y^äipi) (3) 

untersucht, wo nur die Koeffizienten A1122, A22U , A m i , 
1̂221 > 2̂112 u n ( l 2̂222 v o n Null verschieden sind, und 

weiterhin 
a = A+B y5, ä = A+By5 ( 4 , 5 ) 

ist. 
Die nähere Untersuchung der Annahmen 

A=B=A=-B= 1 , (6) 

scheint zweckmäßig zu sein. Es ist leicht zu zeigen, 
daß die Invarianz 

(7) V i , ) =eiayJ V i 
V2 / \ W-2 

gesichert ist. Wir heben aber hervor, daß im Falle der 
Kopplung (6) die LAGRANGE-Funktion gegen die Trans-
formationen 

V i ' = 7s V i , (8) 
W = y5 V2 (9) 


