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Berticksichtigung der Anisotropie des Gitterschwingungsspektrums®

H. BROSS

Die elektrische Leitfahigkeit von Kupfer unter besonderer

Von Hermut Bross

Aus dem Institut fiir theoretische und angewandte Physik der Technischen Hochschule Stuttgart
und Max-Planck-Institut fiir Metallforschung, Stuttgart
(Z. Naturforschg. 14 a, 560—580 [1959] ; eingegangen am 11. Dezember 1958)

Aus den Kopplungskonstanten fiir die Wechselwirkung zwischen néhergelegenen Gitterionen wird
das Schwingungsspektrum von Kupfer gittertheoretisch berechnet. Es zeigt sich, da3 die Frequenz und
die Polarisationsvektoren sehr stark von der Richtung der Ausbreitungsvektoren der Schallschwingun-
gen abhingig sind. Die Ubergangswahrscheinlichkeit W (E, f’) fiir die Streuung der Elektronen an
den Gitterschwingungen ist daher nicht nur vom Betrag des Differenzvektors (f—f’) abhingig. Zur
Losung des Transportproblems, welche mit der Annahme einer Relaxationszeit nicht moglich ist, wird
ein Variationsverfahren angewandt, das friiher fiir anisotrop streuende Gitterfehler abgeleitet wurde.

Die spezifischen Widerstinde bei T=20,4 °K, 77,4 °K und 273,15 °K stimmen ziemlich gut mit
den gemessenen Werten iiberein, wenn man in das Baroeexsche Matrixelement fiir die Wechselwirkung
zwischen den Leitungselektronen und Gitterionen den von Kamse angegebenen Wert fiir die Energie
des Grundzustands des Cu*-Tons einsetzt. Wegen der starken Anisotropie der Ubergangswahrschein-
lichkeit konnen bei tiefen Temperaturen ziemlich grofe Abweichungen von der Marrniessexschen
Regel auftreten. Die von Mac~uson, PaLmer und Koenrer an einem strahlungsgeschadigten Kristall
beim Wechsel zu einer hoheren Erholungstemperatur festgestellte sprunghafte Zunahme des Rest-
widerstandes wird quantitativ als eine solche Abweichung erklirt. Die Anderung des elektrischen
Widerstandes im Magnetfeld stimmt im Temperaturbereich 20 °K—50 °K mit den experimentellen

Ergebnissen iiberein.

1. Einleitung und Problemstellung

Seit den Arbeiten von SomMEerreLD !, Houston 2
und Brocu® hat man die Transportvorginge in
Metallen qualitativ verstanden. In jiingster Zeit hat
sich die Notwendigkeit ergeben, sich mit dieser
Frage von neuem zu beschiftigen, weil die Leit-
fahigkeitsgroBen, insbesondere die elektrische Leit-
fahigkeit, leicht meBbar sind und sich fiir die Un-
tersuchung von Gitterfehlstellen in Metallen sehr gut
eignen. Bei der Auswertung der Experimente zeigt
es sich nun, daB die iiblicherweise gemachte An-
nahme der Additivitdt des elektrischen Widerstan-
des aus einem temperaturabhéngigen Teil, der durch
die Streuung der Elektronen an den Gitterschwin-
gungen erzeugt wird. und einen temperaturunabhin-
gigen Teil, dem sog. Restwiderstand, der durch sta-
tische Gitterfehler hervorgerufen wird, nicht streng
giiltig ist, sondern dal Abweichungen von dieser
sog. Martuiessenschen Regel auftreten konnen, die
mit der Brocuschen Theorie nicht verstanden wer-
den konnen.

* Dissertation, Technische Hochschule Stuttgart 1958.
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Die Anwendung der galvanomagnetischen Effekte
und der Thermokraft bei dem Studium der Gitter-
fehlstellen in Metallen ist heute noch wenig auf-
schluBreich, weil man die entsprechenden Phanomene
in idealen Kristallen sehr unbefriedigend versteht.
Es besteht daher der dringende Wunsch, zunichst
die Transportvorginge im ungestorten Kristall zu
untersuchen. Die von Brocu durchgefiihrten, quan-
tenmechanischen Berechnungen der Leitfihigkeits-
vorginge lassen sich in folgender Weise erweitern,
wenn man im Rahmen einer Einelektronentheorie

bleibt:

1. Strenge quantenmechanische Behandlung des
Transportproblems, d.h. eine Verallgemeinerung
des von Kou~n und Luttinger ¢ fiir statische Gitter-
fehler abgeleiteten Verfahrens fiir die Streuung der
Elektronen an Gitterschwingungen.

2. Beriicksichtigung des Nichtgleichgewichts der
Gitterschwingungen — ein Effekt, der nur bei tie-
fer Temperatur zu beriicksichtigen ist 578,
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ELEKTRISCHE LEITFAHIGKEIT VON KUPFER

3. Die Leitungselektronen werden nicht als quasi-
frei behandelt. Zwischen der Einelektronenenergie
¢(f) und dem Ausbreitungsvektor f besteht also
nicht der Zusammenhang *

JUEL (1)

L 2

2 7 h =Prancksche Konstante, m* effektive Masse
der Leitungselektronen.

4. Das Schwingungsspektrum wird nicht mit Hilfe
der DeByeschen Theorie, sondern mit der Gitter-
dynamik berechnet?.

In der vorliegenden Arbeit beschiftigen wir uns
nur mit dem vierten der obengenannten Punkte,
d. h. wir suchen die Frage zu beantworten, wie sich
der Leitungsmechanismus &ndert, wenn man die
Streuung am ,,richtigen“ Gitterspektrum berticksich-
tigt. Es wird sich zeigen, daf} dies im Temperatur-
bereich 15°K <7 <50 °K die wichtigste Erweite-
rung ist. Bei hoheren Temperaturen scheinen die
nichtsphéarischen Energieflachen, insbesondere fiir
die Anderung des elektrischen Widerstandes im
Magnetfeld, wichtig zu werden.

Zunichst konnen wir zeigen, daf} die Gitterschwin-
gungen, selbst wenn die Frequenz ®(q) nur vom
Betrag des Ausbreitungsvektors ¢ abhingig ist
(Desyesche Theorie), die Elektronen in Metallen
nie vollig isotrop streuen. Durch Absorption eines
Phonons mit Ausbreitungsvektor q wird ein Elek-
tron nur dann vom Zustand f in den Zustand f’
gestreut, wenn folgende Auswahlregel erfillt ist:

F-f=q+ 8, (2)

wobei &, ein Gittervektor im reziproken Gitter ist.
Durch diese Forderung wird erreicht, daB} q ein
reduzierter Ausbreitungsvektor bleibt, auch wenn
die Differenz ' —f nicht mehr innerhalb der ersten
BriLLouin-Zone liegt. Fiir diese Prozesse, bei denen
K, #0 ist, fiilhrt Prmeris® den Begriff Umklapp-
prozesse ein. Mit Hilfe des reziproken Gitters kann
man leicht zeigen, dal die Ubergangswahrscheinlich-
keit W (f,f’) bei Umklappprozessen nicht mehr vom
Winkel zwischen f und ¥, sondern auch von der
Lage des Ausgangsvektors f abhingig ist. Wie dies
zustande kommt, sei am Beispiel eines kubisch-

* Der EinfluB der Abweichungen der Fldachen konstanter
Elektronenenergie von der Kugelform auf die Leitfdhig-
keitsvorgange wurde schon von verschiedenen Autoren dis-
kutiert:

R. Peeres, Z. Phys. 53, 255 [1929]; Ann. Phys., Lpz. 10,
97 [1931]. — L. Davis, Phys. Rev. 56, 93 [1939]. — R.
Ovson u. S.Ropricues, Phys. Rev. 108, 1212 [1957]. —
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flachenzentrierten Kristalls erldutert, wenn die bei-
den Vektoren f und f’ in der 100-Ebene liegen (siehe
Abb. 1, S. 562).

Endet die Differenz der beiden Vektoren f und ¥
innerhalb der ersten BrirLLouin-Zone, dann sind
F'—f und q miteinander identisch. Die Frequenz der
Schallwellen ist von

lq|=|¥—t|=VEE+Ek2+2kk cos® (3)

abhdngig; aullerdem liefern nur die longitudinalen
Wellen einen Beitrag zum elektrischen Widerstand.
Ganz anders dagegen, wenn die Differenz ' —f
auflerhalb der ersten BriLLouin-Zone liegt! Zunichst
ist die Frequenz der Schallwellen, selbst wenn der
Winkel zwischen f und {" konstant bleibt, auch noch
von der Lage der beiden Vektoren abhingig; durch
Umklappprozesse werden also die Leitungselektro-
nen anisotrop gestreut. AuBerdem konnen, weil ¥ — f
nicht mehr parallel zu g ist, die Elektronen auch von
Transversalwellen gestreut werden. Da im allgemei-
nen die Transversalwellen eine kleinere Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit als die Longitudinalwellen be-
sitzen, sind diese bei tiefen Temperaturen noch an-
geregt, wihrend die Longitudinalwellen mit gleichem
Ausbreitungsvektor schon lange eingefroren sind.
Der zuletzt beschriebene Einflufl der Umklapppro-
zesse auf die Temperaturabhéngigkeit des elektrischen
Widerstandes wurde von Zmvan1? im Fall des Na
untersucht. Um die iibliche Transporttheorie mit
einer winkelunabhangigen Relaxationszeit anwenden
zu konnen, beseitigte er die oben beschriebene An-
isotropie dadurch, dal er fiir einen bestimmten
Winkel © eine Mittelung iiber alle moglichen Rich-
tungen im f-Raum durchfiihrte. Mit seiner Methode
ist dadurch keine Anderung der Leitfihigkeit im
Magnetfeld zu erwarten. Auch BaiLyn? der sich
etwas spéter mit demselben Problem befafite, fithrte
eine dhnliche Mittelbildung durch. Im Gegensatz zu
ZimaN untersuchte er jedoch nicht ein isotropes Me-
dium, sondern einen kubischen Einkristall. In der
Néherung langer Wellen 1df3t sich hier das Schwin-
gungsspektrum als Funktion der elastischen Kon-
stanten ¢y, ¢y und cyy berechnen. Nur fiir beson-
dere Ausbreitungsrichtungen erhilt man in diesem

Bis heute gibt es jedoch keine befriedigende Behandlung
des Transportproblems bei nichtsphérischer Energiefldche.
9 M. Bamyy, Thesis Harvard University Cambridge 1956. —
M. BaiLyn u. H. Brooks, Amer. Phys. Soc., Ser. II, 1, 300
[1956].
10 J. M. Zmuan, Proc. Roy. Soc., Lond. A 226, 436 [1954].
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Abb. 1. Lage der Vektoren £, ',  und &, bei einem Umklappprozel.

Abb. 2. Gitterschwingungsspektrum bei Kupfer.
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Modell reine longitudinale und reine transversale
Wellen. In allen anderen Fallen bilden die aufeinan-
der senkrecht stehenden Polarisationsvektoren einen
beliebigen Winkel mit der Ausbreitungsrichtung. Da
mit der Elastizitatstheorie nur das Frequenzspektrum
langer Wellen richtig berechnet werden kann, fiihrt
er fiir die kiirzeren Wellen einen empirischen Dis-
persionsfaktor ein, um dem wahren Spektrum im
Kristall ndher zu kommen. Wie bei Ziman wird die
Richtungsanisotropie des Spektrums durch Mittelung
eliminiert. Es ist daher moglich, die Transportglei-
chung mit Hilfe einer Relaxationszeit zu losen. Ob-
wohl er wegen dieser Vereinfachung die Anderung
des elektrischen Widerstandes im Magnetfeld nicht
berechnen konnte, waren seine Ergebnisse schon fiir
den elektrischen Widerstand duf3erst bemerkenswert:
Oberhalb von etwa 1°K riihrt der Hauptbeitrag
zum temperaturabhingigen Widerstand bei den Al-
kalimetallen von den Umklappprozessen her. Aufler-
dem erfolgt die Streuung der Elektronen bei tiefen
Temperaturen nur durch die quasitransversalen Wel-
len, weil die quasilongitudinalen Wellen nicht mehr
angeregt sind.

Die Arbeiten von ZiMaN und BaiLy~ haben also
gezeigt, dafl bei den Alkalimetallen die Anisotropie
des Schwingungsspektrums einen groflen Einflul}
auf den elektrischen Widerstand hat. Es lag daher
die Vermutung nahe, daf} diese anisotropen Effekte
auch fiir die Anderung des elektrischen Widerstan-
des im Magnetfeld und fiir die Abweichungen von
der MarruiessEnschen Regel verantwortlich sind.
Wir haben diese Frage bei Kupfer naher untersucht,
bei dem sich das Schwingungsspekirum mit Hilfe
der Gitterdynamik exakt berechnen laft, weil die
zwischen den einzelnen Atomen wirkenden Krifte
aus den Messungen von Jacosex !! aus der diffusen
Streuung von RoNrGeN-Strahlen bekannt sind. Un-
sere Rechnungen gehen darin iiber Zimax und BaiLyn
hinaus, daB iiber die Anisotropie der Ubergangs-
wahrscheinlichkeit nicht gemittelt wird. Dies ist un-
bedingt notig, wenn man die typisch anisotropen
Effekte, wie die Anderung des elektrischen Wider-
standes im Magnetfeld und die Abweichungen von
der MarrHiessexschen Regel theoretisch erklaren
will, was mit den von den obigen Autoren angege-
benen Verfahren nicht moglich ist. Das Transport-
problem laft sich dann nicht mehr mit dem iiblichen,
einfachen Ansatz fiir die Verteilungsfunktion f(f)
der Elektronen l6sen, bei dem man eine lineare Ab-
hiangigkeit von den Komponenten des Ausbreitungs-
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vektors annimmt. Es miussen vielmehr noch hohere
Potenzen der Komponenten des Ausbreitungsvektors
beriicksichtigt werden, was mit Hilfe eines Variations-
verfahrens durchgefiihrt werden kann, das wir fri-
her fiir anisotrop streuende, statische Gitterfehler
abgeleitet haben 2. Es wird sich zeigen, dal man
auf diese Weise die Anderung des elektrischen Wider-
standes im Magnetfeld, sowie Abweichungen von
der Marruiessenschen Regel bei Kupfer im Tempe-
raturbereich 15 °K <7 <50 °K verstehen kann. Bei
hohen Temperaturen kann man dagegen die starken
galvanomagnetischen Effekte nicht durch das an-
isotrope Gitterspektrum erkldren, sondern es sind
dafiir sehr wahrscheinlich die nichtsphérischen Ener-
gieflichen verantwortlich.

2. Formale Transporttheorie

a) Léosung des Transportproblems ohne Magnetfeld

Wenn wir den Einflull der Anisotropie des Gitter-
schwingungsspektrums auf die elektrische Leitfahig-
keit untersuchen wollen, konnen wir die dabei auf-
tretende Borrzmannsche Transportgleichung nicht
mit der Annahme einer skalaren Relaxationszeit fiir
die Elektron—Phonon—Streuung I6sen, weil die Uber-
gangswahrscheinlichkeit W (f,f) fiir die Streuung
der Elektronen nicht nur vom Ausdruck |f—¥'| ab-
hingig ist. Zur Losung des Transportproblems fiir
anisotrop streuende Medien wurde von Bross und
SEEGER 12 ein Variationsverfahren angegeben, das
wir im folgenden auch beniitzen wollen. Hierbei
treten des ofteren Integrale der Form

of —¢
o g (o) ('85 )’de

mit r<p auf. Die Untersuchungen von KomnLer !3,
Jones 1* und BarLyn ® haben gezeigt, daf} der Fehler
unter einem Prozent bleibt, wenn man bei der Be-
rechnung des elektrischen Widerstandes keine Ab-
hidngigkeit der Verteilungsfunktion von der Energie
annimmt, also p=0 setzt. Da in unserem Problem
nur die Winkelabhéangigkeit eine andere ist, be-
schrianken wir uns spéter auch auf p =0.

11 E. H. Jacossex, Phys. Rev. 97, 654 [1955].

12 H. Bross u. A. Seecer, J. Phys. Chem. Solids 4, 161 [1958].

13 M. Konter, Z. Phys. 125, 679 [1948].

14 H. Jonxes, Handbuch der Physik (Fligge) XIX, Springer-
Verlag, Berlin-Gottingen-Heidelberg 1956.
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b) Ableitung eines Variations-Iterationsverfahrens
zur Losung des Transportproblems mit Magnet-

feld

Wenn aufler dem elektrischen Feld auch noch ein
Magnetfeld § vorhanden ist, dessen Starke jedoch
nicht so grof} sein soll, daf} die Energieeigenwerte
im Kristall verdndert werden, ist die Verteilungs-
funktion der Elektronen durch folgende Integro-
differentialgleichung bestimmt

UE +85(E) = L Sogradee, (@)
wobei ¥g folgender Differentialoperator ist

(M} = — % o ([grade ex $1 V) v (D) -
(5)

Im Gegensatz zum Operator & ist der Operator g
ein antisymmetrischer Operator im folgenden Sinne:
Fiir zwei Funktionen v, (f) und v, (f) ist

/W] Ls{w,} dve = (21)3/1#’2 Lo {yy} dr.
(6)

Zum Beweis dieser Eigenschaft % 16 ist nur notwen-
dig, daf} die beiden Funktionen v, und v, im Un-
endlichen hinreichend verschwinden, was bei den
im Zusammenhang mit der Leitfahigkeit auftreten-
den Funktionen X (f) immer der Fall ist.

Wegen der Asymmetrie des Operators £g kann
zur Losung der obigen Integrodifferentialgleichung
nicht das frither beschriebene Variationsverfahren
angewandt werden. Wenn die magnetische Feld-
stirke nicht allzu grof} ist, 1af3t sich jedoch die obige
Transportgleichung mit Hilfe eines Naherungsver-
fahrens losen. In diesem Fall wird die Anderung
der Elektronenverteilung vorwiegend durch die ther-
mische Bewegung der Ionen und durch statische Git-
terfehler erzeugt. Wir kénnen daher den Operator
¥ als Storung des Operators ¥ auffassen:

Ls =7ls, (7)
wobei [ in derselben GroBenordnung wie ¥ ist.

Wir entwickeln ferner die Lésungen nach steigen-
den Potenzen des Stoérparameters

(2 ﬂ)“

(D) - f&‘w(f), (8)
i=

so daf} X¢*V Nﬁf‘” ist.

o (2n)3 'chz

15 J. Mex~er, Ann. Phys., Lpz. 40, 165 [1941].

/afo{ ([gradte x H] Vi) E¢ D} (e—v) I1," (cos D) e™# dut .
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Gehen wir mit diesen Ansdtzen in die Integro-
differentialgleichung (4) ein, so ergibt sich folgen-
des Iterationssystem, weil der Storparameter 7 be-
liebig ist,

1=0: YO} - 1%

gradte, (9a)

t=>1: YXO}= — Qs {XEV} (9b)
— ¢, ¥ ([gradiex §1V) 2.

Die erste Gleichung entspricht der Integralgleichung
fir die Streuung der Elektronen ohne Magnetfeld;
X© 148t sich daher mit Hilfe des Variationsverfah-
rens berechnen.

Aus der Integrodifferentialgleichung mit ¢+0
kann man nun die richtige Verteilungsfunktion bei
Anwesenheit eines Magnetfeldes iterativ berechnen,
und zwar erhélt man eine Entwicklung nach steigen-
den Potenzen von §. Im Sinne eines Iterations-
verfahrens ist dabei immer die rechte Seite bekannt,
wihrend die Funktion XY mit Hilfe der Integral-
gleichung bestimmt werden soll. Da die gesuchte
Funktion immer in Verknipfung mit dem Opera-
tor & auftritt, konnen wir die iterativen Gleichungs-
systeme mit Hilfe des Variationsverfahrens berech-
nen. Wir fiihren dazu folgende Vergleichsfunktionen
ein:

(10)
_ | é i@(z;p,q)n (84':) 11, (cos ) ei™m?,

die noch den Nebenbedingungen
67)8_ / P20 QY& 2.0} dry
s (7;)3/@“ i2.9) Qg {£¢-D} duy

geniigen miissen.

(11)

Nach Durchfiihrung des Variationsverfahrens er-
gibt sich folgendes lineares Gleichungssystem fiir die
unbekannten Entwicklungskoeffizienten

i Z Z @(tpq)lM’"l"_@ " (12)

s=01=1 o=—1
(13)

16 M. Konier, Ann. Phys., Lpz. 40, 601 [1941].
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Fiir ein quasifreies Elektronengas lafit sich der Wert der Vektoren Ap n sofort angeben, wenn wir an-

nehmen, daB wir die richtige Verteilungsfunktion X~V (f) in folgende unendliche Reihe entwickeln

konnen

o0 oo v
zom-3 5

20

) IT* (cos D) v . (14)

Bei Vernachlissigung hoherer Potenzen im Entartungsparameter (kT/{) sind die allein fiir die elektrische

Leitfahigkeit wichtigen Grofien £ W

® m

9

2 1)2 c h?

(lH —H)) V(n— m+1)(n+m)$ n +im

In der Naherung quasifreier Elektronen ist der Vek-
t-1)m’
tor @(t);" nur von den Koeffizienten X' )(:;”
T
demselben Index n abhingig. Berechnen wir die
Verteilungsfunktion bis zur g-ten Naherung in der
t-1)m’
n

mit

Winkelabhingigkeit, so miissen nur die X

fiir n < g bekannt sein. Bei hinreichend glatten Ver-
teilungsfunktionen begeht man daher keinen groen
Fehler, wenn man die Vergleichsfunktionen §)(~1: 7.0

fir die Berechnung der S’Qm

'% beniitzt.
0

Fiir die numerische Berechnung der Anderung des
elektrischen Widerstandes im Magnetfeld ist diese Na-
herung sehr gut geeignet: Dasselbe Gleichungssystem
muf} namlich — nur mit abgeénderten rechten Seiten
— mehrmals gelost werden. Es liegt daher nahe, die

i s mo %
zu den Koeffizientenmatrizen (Mnl ) gehorenden
rs

. . mo . . .
reziproken Matrizen Jni  einzufithren. Die Auf-

rs
16sung der linearen Gleichungssysteme fiir £ =0 la8t

sich formal ausdriicken durch

p. a1
pr9r_$ % % aTal. o
s=0i=t1o=-1 ™% ¢
i . [4 (t)o
fuir ¢+ 0ist 9 durch ¢ zu ersetzen.
s S

Wegen der obigen Eigenschaft ist das Iterations-
Variationsverfahren dem von Garcia-MoLiNar und
Simons 17 abgeleiteten Variationsverfahren iiberlegen,
mit dem man zwar alle LeitfahigkeitsgroBen in
einem Schritt berechnen kann, jedoch sehr viele Glei-
chungen bekommt, weil durch das duflere Feld die
Symmetrie des Kristalls zerstort wird.

17 F. GarciaA-Movrinar u. S. Sixons, Proc. Cambr. Phil. Soc. 53,
848 [1957].

;n. gegeben durch

(=" .EkF[—A(LHz‘i'Hy) V(n m)(n+m+1)$

(t—1)—m—1 (15)

(t—=1 +1 t—=1)=
e ' A
0

c¢) Die gnderung des elektrischen Widerstandes im
Magnetfeld bei einem Kristall mit tetragonaler
Symmetrie

Bei einem Kristall von niederer Symmetrie fiihrt
schon das Variationsverfahren zur Berechnung des
elektrischen Widerstandes zu einer Vielzahl von
linearen Gleichungen, so daf} eine Losung des Trans-
portproblems bei Vorhandensein eines duleren Ma-
gnetfeldes praktisch unmoglich ist. Man muf} sich
daher, wenn man eine geschlossene Beziehung fiir
die Leitfahigkeit im Magnetfeld erhalten will, auf
einen Kristall mit moglichst hoher Symmetrie be-
schrianken. Eine nahere Untersuchung zeigt, da} sich
hierzu gut ein Kristall mit tetragonaler Symmetrie

eignet, weil bei ihm nur jene Matrixelemente M i
von Null verschieden sind, fiir die
n+l=22 (17a,b)

und m+o=47,

wobei z und z’ beliebige ganze Zahlen sind. AuBer-
dem ist

(17 ¢)

. . . . m
Da bei einem tetragonalen Kristall die Vektoren Jin
r

fiir gerades n verschwinden, sind nur die Entwick-
lungskoeffizienten $pn+1 von Null verschieden; und
r

zwar sind sie durch folgende linear unabhingige
Gleichungssysteme bestimmt:

Gleichungssystem a: m=4z, 0=472,
Gleichungssystem f: m=14+4z, o= -2+47,
Gleichungssystem y: m=2+4z, o=—1+47.

Bei tetragonaler Symmetrie zerfillt das Gleichungs-
system (12) in drei voneinander unabhéngige Glei-
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chungssysteme, die sich verhaltnismafig einfach 16-
sen lassen. Andererseits ist diese Symmetrie noch
so allgemein, dafl man mit ihr neben allen Kristallen
mit kubischer Symmetrie auch noch viele anisotrop
statisch streuende Gitterfehler, z. B. Gitterfehler
mit Rotationssymmetrie (u. a. Leerstellenpaare und
Schraubenversetzungen), beschreiben kann.

Wie in einer fritheren Arbeit 18 gezeigt wurde, ge-

H. BROSS

niigt es selbst bei sehr anisotrop streuenden Gitter-
fehlern zur Beschreibung der Winkelabhiangigkeit
der Verteilungsfunktion bis zu Kugelflichenfunk-
tionen dritter Ordnung einschlielich zu gehen. Eine
lingere Zwischenrechnung, bei der keine weiteren
Uberlegungen nétig sind, fiihrt bei einem quasi-
freien Elektronengas auf folgende Beziehungen fiir
die Elemente des Widerstandstensors 19 20

0% =9;0,}3) —— e };’ (18 a) 09 _ 242 211'1’7{; (18 b)

e et el ()0

e&lf‘) — —ol¥ = —e s p[1+ o S8 A h,, (19b)

olli¥ = — ol =767 g1+ V6 S8 I H. ¢ (19¢)

of® e ot g [H2 (g — Az (TR A5, 18 AR Y (20a)
R Tt e L )

+H.? [— (413;1

_ (i (4!
At )4t

)2+ 6<A;§ -

1-1 413
A1z A3
A1-1 Af1-1
~]11 (Jll

1-1, 413
All —113>
1=1

%in

2 13 \2
Do () (28
A 00\ 2 A1=1)2
oY ——e2om2 o (48) (41 - GEN) (2B, (20b)
11 11
. 9. —2 8—92 22 o_9 29 /lb A1 f"67 A13 \2
9;21}3) = Qg(;.ég) e 207" ﬂ {(As + A33)<L2 A:if + 12’ ]}1;1) (20 C)
(A9)2\ [ Az1\2 5.5 55 10 A1 ‘6 A3 \2
_6(Agg A9 )(Agl) _(ASS _A33) (}2 A:;l —lf Alljl }HIH.V'
9. 9.3) —92 $—9 22 — AL« AlL A A3 e AT 113 A8
Q;(;z,s) :9233) =e 2072 ﬂ_ {(Azlis T "’1?;411-131”) Al 1 —3 (Aég 13_1{1133 ) AXUII V6 A(l)z H, H (20 d)
. o> 1 ki _ 1 ekr
wobei 02 = g (21a) und p TR (21b)
Die Tensorelemente ¢%? etc. erhdlt man durch gen miteinander gekoppelt*':
Vertauschen von z und y . AR = A1, (22 a)
Bei einem Kristall mit kubischer Symmetrie sind f
. i B o3 o s V6 A% =4 A3; (22b)
die Matrixelemente 477 nicht unabhingig von- 13 3
einander, sondern durch folgende lineare Gleichun- V10 49 =4 433, (22¢)

18 H. Bross u. A. SeEGER, J. Phys. Chem. Solids 6, 324 [1958].

19 Durch Anwendung des Iterationsverfahrens erhilt man den
elektrischen Widerstand nach steigenden Potenzen des
Magnetfeldes entwickelt

o@ ()=

t=0

8

0t ) (9) .

20 Im folgenden lassen wir das untere Indexpaar 00 weg.

21 Die Richtigkeit der ersten drei Beziehungen ersicht man
daraus, daB die durch ein elektrisches Feld erzeugte Ande-
rung der Verteilungsfunktion sich in folgender Weise nach
bikubisch-sphérischen Harmonischen entwickeln laft.

fE) =1 (B)=|C|- S 4\¢) (k) B2 (B4, @o; 3, ®) .

wobei der €-Vektor durch die sphirischen Polarkoordina-
ten | €|, ¥, @, festgelegt ist.
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48 + 4+ /G a8 -0, (229
A% +8457 +5 (45 +455°) =0, (22¢)
24% 344 +54%58 =0, (221)

Zwischen der elektrischen Feldstairke € einerseits
und der elektrischen Stromdichte | und der magne-
tischen Feldstirke § andererseits besteht in einem
kubischen Kristall folgender phanomenologischer
Zusammenhang 22

=00 {j+a[[x 9] +b]H*+cH(1 D) +dP,j},
(23)
wenn man alle Glieder, die das Magnetfeld in einer
hoheren Potenz als der zweiten enthalten, vernach-
lassigt. P ist eine Diagonalmatrix mit den Elemen-
ten H,%, H,> und H.,2. Alle Vektoren sind auf das
Hauptachsensystem des kubischen Kristalls bezogen.
Bei einem quasifreien Elektronengas mit aniso-
tropen Streumechanismen lassen sich die phanomeno-
logisch eingefiihrten galvanomagnetischen Koeffi-
zienten aus den Gln. (18) bis (22) berechnen.
00 =242 L (24 a)

“400 °
All

ao® = —e-26-2ﬂ[1 (24 b)

3 (4m\e
HEIE
ABNg1-1 g1-1 _ q1-1
b=6p 4% (417 455 13
=342 (45110 42 (4552 + 42
C=%s A‘H [ 11( =+ )
’_6(41114'??3‘~

4371, (24 ¢)

(24.d)
4%4%)].
—(b+c) . (24 €)

Unter den oben gemachten Annahmen verschwindet
also die longitudinale Widerstandsinderung der
Leitfahigkeit in Richtung der Hauptachsen des
Kristalls.

- I(e
W(f f) oVoZ q’2hwq1

Mit dem ersten Glied werden Prozesse beschrie-
ben, bei denen das Elektron den Zustand I’ unter

22 Die Komponentendarstellung dieser Gleichung wurde von
M. KonLer, Ann. Phys., Lpz. 20, 891 [1934] zuerst ange-
geben. Eine dhnliche Gleichung findet sich viel spiter bei
F. Serrz, Phys. Rev. 79, 372 [1950].

23 A. Sommerrerp u. H. Berre, Handbuch der Physik (Geicer-
Scueer) XXIV/2, Springer-Verlag, Berlin 1933.

S(E B))2 {;Q(sr—ar +h wg) (Na+1) + % Q(ev —et— F wq)) Nq}.
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Die Anderung des elektrischen Widerstandes im
Magnetfeld 1aft sich mit Hilfe der galvanomagneti-
schen Koeffizienten in folgender Form ausdriicken:

A0/0® =b H? + ¢ (Hy cos a; + Hy cos ay + Hy cos ag) 2
+d(H2cos® a; + Hy?cos? ap+ Hy? cos? ag),
(25)

wenn die Stromdichte mit den Kristallhauptachsen
den Winkel a,, a,, a5 bildet.

Ein polykristalliner Korper besteht aus einer Viel-
zahl von Einkristallen. Das magnetische Feld und
der Stromvektor bilden daher alle moglichen Win-
kel mit den Hauptachsen der einzelnen Kristalle.
Als Funktion der galvanomagnetischen Koeffizienten
des Einkristalls bekommt man die longitudinale bzw.
transversale Anderung des elektrischen Widerstandes
im Magnetfeld, wenn man iber alle diese Richtun-
gen mittelt:

oy _

Al|= oo = =(b+c+id) H,, (26a)
— dol _(byid)H
A= Aol — b+ ya) HL. (26 b)

mo
3. Berechnung der Matrixelemente Mn! fiir die
rs
Streuung der Elektronen an den Gitter-
schwingungen

Unter der Annahme, dal} sich Leitungselektronen
durch Einelektronenfunktionen beschreiben lassen,
hat Broca die Wechselwirkung zwischen ihnen und
den Gitterschwingungen mit Hilfe der Diracschen
Storungstheorie berechnet. Die Wahrscheinlichkeit,
daf} in der Zeiteinheit eines der beiden Elektronen
mit Ausbreitungsvektor f durch Streuung an den
Gitterschwingungen nach I’ kommt, ist nach SoMmMER-
FELD und BEeTHE gegeben durch 23 24

(27)

Abgabe eines Schwingungsquants erreicht, es ist
'=f—q+ &, . Beim zweiten Glied nimmt das Elek-

24 Da wir kein Desyesches Schwingungsspektrum verwenden,
miissen wir an Stelle der skalaren Grole C die vektorielle
GroBe J(F, £) (vgl. 1. c. 2%, Gl 34.23 und 34.15) beniitzen,
um die Wechselwirkung zwischen den Elektronen und Pho-
nonen zu beschreiben. Aulerdem miissen wir noch iiber die
drei Polarisationsrichtungen summieren.
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tron ein Schwingungsquant auf, esist ' =f+q+ &,.

Dabei ist

n  Zahl der Leitungselektronen/Volumeinheit,
wg;i Kreisfrequenz der Gitterschwingung mit Ausbrei-

tungsvektor q und Polarisation j,
¢g; Einheitsvektor fiir die j-te Polarisationsrichtung,
vo Dichte des Kristalls,
Ny Zahl der Gitterschwingungen mit Ausbreitungs-

vektor q.

3Q(2) _ g sinz/h) ¢

ot z/h (28a)

Es ist /f(x) Q%ﬁﬂdx:znh/(m. (28 b)

Die in Gl. (27) vorkommende
S(E ) ist definiert durch

S(EE) = [y (1) grad U(r) €9t ye(r) dre, (29)

Kristall

Vektorfunktion

wenn man mit SOMMERFELD—BETHE annimmt, daf
die Metallionen durch die Gitterschwingungen de-
formiert werden und U(r) das periodische Gitter-
potential im ungestorten Kristall ist. Beniitzt man
dagegen die von NorpHEmM 2% eingefiithrte Naherung
starrer lonen, dann ist

SO = Y [ p3(0) 9 gradu(e—Ra) wi(r) dre
n (30)

wobei die Summe iiber alle Ortsvektoren 3, geht,
welche die Gleichgewichtslagen der lonen bestim-
men; u(r) ist das Potential eines Metallions. So-
wohl SommErFELD-BETHE als auch NorpreM haben
bei ihren Untersuchungen nicht beriicksichtigt, daf}
die Leitungselektronen das durch die Gitterschwin-
gungen hervorgerufene Storpotential abschirmen
konnen. Wie Barbeen 26 spiter mit Hilfe einer self-
consistent-field-Methode gezeigt hat, kann man diese
Abschirmung bei einem freien Elektronengas durch
einen von f und {' abhiingigen Faktor S(f,f’) be-
rucksichtigen, um den das ,starre“ Ionenpotential
u(r) verringert wird. Fiir den gesuchten Vektor

mo 1 2.I./°
Mol =2 (2 7)
wobei
VEE)= "Ry 1 I T

Yo Vo

25 L. W. NorpneM, Ann. Phys., Lpz. 9, 607 [1931].
26 J. Barpeex, Phys. Rev. 52, 688 [1937].

= exp{(ef =) [k T}+1 T+exp{— (et =O)[k T}
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(£, ') hat Barbeen bei nahezu freien Elektronen
in Harrtreescher Naherung folgende Abhingigkeit
abgeleitet:

X(ff)— ¢t E=F(ldmen gy )
'\S(fsf)—m)— i (IE_E,F'*‘ o (rs) —E,
. §(§lnz;a§'coszl’ (31 a)
’ 8nen Ji
= - 31lb
SEY) =1+ b—F | w(i—F) (31b)
4RIl | 41— K 2kF+K}—1
wlk) = 5 3e 13+ SH ke k] -
(31¢)
Hierbei ist
kr Ausbreitungsvektor der Elektronen an der Fermi-
Oberfldche,
2"=(|?'_—E’ |) Ts,

Ts Radius der WicNer—Serrz-Kugel.
Es ist (47/3) r=1/n.

U,y (r) setzt sich additiv aus dem Ionenpotential u(r)
und dem Potential eines Leitungselektrons zu-
sammen, welches das Gitterion abschirmt.

U, (rs) ist nahezu gleich Null.

Ey ist der Eigenwert folgender Scurépinger-Glei-
chung

hz ’ ’
~ ot Us x=Ey 1. (314)

Wenn y innerhalb der WicNer—Serrz-Zelle nahe-
zu konstant ist, dann ist E,” etwa um 1,2 e2/rs
grofler als die Energie E, des Grundzustandes
eines Elektrons, das sich im Felde des Metallions
bewegt.

Fir die weiteren Untersuchungen machen wir die
Annahme, deren Berechtigung von verschiedenen
Autoren 578 eingehend untersucht worden ist, daf3
auch unter Einflu} eines dulleren Feldes die Gitter-
schwingungen im thermischen Gleichgewicht bleiben,
d. h. daB wir fir N(q) das Prancksche Gesetz an-
wenden konnen

No=1/(exp{h wo;/kT} - 1),
No+1=1/(1 —exp{ —h wq;/kT}).

Die fiir die Leitfahigkeit wichtigen Matrixelemente

M%nl(: sind wegen (27) bestimmt durch

(32)

/V(f, ') I1,m(cos 9) e™# {II°(cos ¥) €'°% — I1,°(cos ') €i°%} drrdrr, (33 a)

[(eas"3CE, B) [

h waqj

(33b)

O (et—et —h wgj)

: {__*,7 d(et—et' +Hh wgj) }
exp{h wqj/k T}—1

1—exp{—H wqj/k T}
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ist. Zunéchst fithren wir nur die Integration iber ¢ aus, wobei wir langsam veridnderliche GroBen wie k(&)
und (£, f) als konstant betrachten und durch ihre Werte an der Stelle ¢ = ersetzen konnen. Die schnell
verdnderlichen Terme formen wir mit Hilfe der Bedingungen, die von den d-Funktionen gestellt werden,
noch etwas um. Fiir e = et —h wg; gilt folgende Identitat

e8]

de
— 3
/[exp{(er =0 [k T}+1] [1+exp{— (a—0) [k T}] o)

oo

1 1 1
" exp{—hwgi/k T}—1 / de {&m.fcmﬁm exp{(et—{—h wqy) [k T} +1 }

Die auf der rechten Seite auftretenden Integrale lassen sich elementar ausfithren?’. Wenn { > kT ist, be-
sitzt das Integral folgenden Wert

f[exp{(sr—{')/k Ty +1]1 1 [1+exp{ — (¢ =0)/kT}] 1 de =t wq;[1 —exp{ —h we;/kT}]171. (34Db)
0

Fiir e¢ =et+h wg; brauchen wir nur  wq; durch — wg; zu ersetzen. Nach Integration iiber ¢ erhalten
wir demnach

e O(et—et' —h wqj) +0(et—er’ +h wgj)
Ml =w 1)5 ’y kT yfl(e“’ JEO)E (exp{h wqjlk T}—1) (1 —exp{—h ayqj/k T}) (as)

I1," (cos 9) €% {II,°(cos ?) el°?— II)°(cos ¥') ei°¢'} k2 %lf dwtdrr .

Alle von ¢ abhingigen Groflen sind an der Stelle ¢ ={ zu nehmen. Bei der nun folgenden Integration iiber
¢ liefern nur die Stellen e = { +h wq; einen Beitrag. Da der Integrand mit ¢ nur langsam verinderlich
und & wg; < { ist, begehen wir einen kleinen Fehler, wenn wir ihn an der Stelle & = nehmen.

Wie man aus den Gln. (31 a—c) entnehmen kann. ist die Vektorfunktion (f, f') nur von dem Differenz-
vektor (I’ —f) abhiingig. Dieselbe Abhingigkeit besitzen auch die Frequenz wg; und die Polarisation
¢qj, weil beide ihre Werte nicht dandern werden, wenn man zum Ausbreitungsvektor ( einen reziproken Git-
tervektor addiert. Der in der eckigen Klammer von

mo 1 2 n? ﬁ I(EQ_L,Q,D ,2 m imp
Y =T 7 / {Z (exp(F ok T) 1) (L —exp{—R wgfe Ty | 17 (08 D) e w5

{I1,°(cos #) €'°?— II,° (cos ¥') €i°¥'} ( k2 %—Ig)gdwr dwr

stehende Ausdruck ist daher nur eine Funktion des gender Weise nach kubisch-spharischen Harmo-
nichtreduzierten Ausbreitungsvektors p=f—¥. In nischen entwickeln
einem kubischen Kristall mufl dieser Ausdruck in- F(p) zngz

variant gegeniiber allen Drehoperationen der Okta-

I (210X 5]
(exp{k wqj/k T} —1) (1—exp{ —h wqjfk T})

edergruppe sein. Fiithren wir durch = Z F,(p) Koo (3,3). (38)
R e
, Pz J P 51“19 cosg In der Naherung quasifreier Elektronen ist der
p=t-F'=1p, (=1 psind sin @ (37) Betrag des Vektors ) gegeben durch
p- pcos? p="kr V2(1—cos O) , (39)

im p-Raum ein spharisches Polarkoordinaten- wenn © der Winkel zwischen f und f ist. Wir kén-

system ein, dessen Polarachse in Richtung der nen daher auBerdem noch die von p abhingigen

kubischen Achse weist, dann koénnen wir ihn in fol- Koeffizienten F, (p) nach Lecenpreschen Polynomen
entwickeln

27 A. Sommerrerp u. H. Berue, Handbuch der Physik (Geicer- F(p) = Z Foo K20(1‘9, @) Ps(cos ®). (40)
Screer) XXIV/2, Springer-Verlag 1933, Seite 528. o0
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Durch diesen Kunstgriff konnten wir in besonders
einfacher Weise die Symmetrieeigenschaft des Kri-

stalls berucksichtigen. Um die zur Berechnung des
mo
Matrixelementes Mgé notigen Integrationen durch-

ﬁihrengzu konnen, miissen wir nun wieder die Vari-
ablen @, @ und © durch ¢, ¥, ¢, ¢ ersetzen. Dies
ist durch die aus Gl. (37) folgenden Substitution

sin 9 cos @ —sin ¥ cos ¢’

sin ¢ cos p = /21 —cos 6) -, (41 a)

. g . —  sin¥sin@—sin ) sin g’
sin ¥ sin @ = V2 (l—e0s 6) ) (41b)
cos ) — 08 9 —cos ¥’ (41 c)

V2(1—cos O) °

cos @ = cos ¢ cos ¥ +sin ¥sin ¥ cos(p — ') (41 d)
moglich. Im Anhang wird gezeigt, dal durch diese

\2 o= (n+1)/2
My =L BRL (e ) Y, 3. Fealieg
00 (2.‘[)3 Yo kT de e=¢ ;“ 9:0

Hierbei haben wir schon beriicksichtigt, dal we-
gen des Vektoradditionsmodells nur die Funktion
B (9,959, ¢") von Null verschieden ist, wenn
ein unterer Index Null ist. Wihrend die Glieder in
der geschweiften Klammer rein mathematische Gro-
fen sind, die sich ein fiir allemal mit Hilfe der
Theorie der bikubisch-sphirischen Harmonischen
berechnen lassen, wird mit den Entwicklungskoeffi-
zienten Fy, die physikalische Seite des Problems be-
schrieben.

4. Berechnung des Gitterschwingungsspektrums
mit Hilfe der Gitterdynamik

Die Untersuchung von BarLyn hat gezeigt, dal}
der elektrische Widerstand sehr stark von der Form

8 Die bikubisch-sphirischen Harmonischen B> (3, p;
¥, @’) sind Funktionen der beiden Variablenpaare , @
und ¢, ¢’, die im selben Koordinatensystem definiert sind.
Sie sind invariant gegeniiber allen Symmetrieoperationen
der Oktaedergruppe und lassen sich in folgender Weise
nach Produkten von Kugelﬂéichenfunktionen entwickeln

B(“")(z? @V, @)= Z ﬁmt)H (cos &) -IT} (cos ")

elm(p equz

(20)
Die Koeffizienten ﬂmla werden so festgelegt, daf3
n
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Transformation der Ausdruck Ps(cos ©) Kz, (¥, @)
in eine nach einer Seite abbrechenden Reihe von

bikubisch-sphérischen Harmonischen 28 tibergeht,
die zur selben Darstellung 2 0 gehéren
P, (cos O) Kao (9, §) (42)

— SHLDBED (9,938,

Setzen wir nun noch die Entwicklung der biku-
bisch-sphirischen Harmonischen nach Kugelfunk-
tionsprodukten ein, dann konnen wir die restlichen
Integrationen iiber @, ¥, @, ¢ ausfithren, weil
(k*-dk/de)?® bei einem quasifreien Elektronengas
winkelunabhingig ist. Nach kurzer Zwischenrech-
nung ergibt sich

(2e, +)
a,7) ﬂ—(m-*-o)o
20 0

(43)

P / 3,7 (2) 1T} (2) IT; () de — k2570 B "3'73’}-

des Schwingungsspektrums abhingig sein kann, und
dal} es daher wiinschenswert ist, das Spektrum mit
Hilfe der Gittertheorie moglichst exakt zu berech-
nen. Im Gegensatz zu der elastischen Theorie, die
seither bei der Berechnung des elektrischen Wider-
standes beniitzt wurde, berticksichtigt man bei der
Gittertheorie die atomistische Struktur des Kristalls,
indem man zwischen den einzelnen Gitterbausteinen
Krifte annimmt, die bei der Verschiebung aus der
Gleichgewichtslage auftreten. Durch die abschirmende
Wirkung der Leitungselektronen nehmen diese Wech-
selwirkungskrifte sehr schnell ab, so daf} nur die
Kopplung zwischen den nihergelegenen Gitterionen
vorhanden ist. Im Rahmen einer allgemeinen Gitter-
theorie, wie sie von Bory und Mitarb. 22731 ahge-
leitet wurde, wird tber die Form der Wechselwir-

B (3, p; %, ¢)

nl

zur Darstellung D(2e) der dreidimensionalen Drehgruppe
gehort. Die Funktion B(“Q’*) (P, @; ¥, @) ist auBerdem
invariant gcgentiber der Venauschung der beiden Varia-
blenpaare 4,  und ¥, ¢’. Eine weitere Untersuchung der
Eigenschaften der blkubischen spharis(‘hen Harmonischen
findet sich bei H. Bross, Z. Naturforschg., in Vorbereitung.

20 M. Borv, Repts. Progr. Phys 9,356 [1942/43].

30 G. H. Becsie u. M. Bory, Proc. Roy. Soc., Lond. A 188, 179
[1947].

3t G. H. Becsie, Proc. Roy. Soc., Lond. A 188, 189 [1947].
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kungskréfte keine weitere Annahme gemacht. Da
jedoch die potentielle Energie eines Kristalls in-
variant gegeniiber Deckoperationen sein muf, kann
man durch Symmetriebetrachtung die Anzahl der
unabhingigen Kopplungskonstanten  weitgehend
herabsetzen. Wie BecBie 3! z. B. gezeigt hat, gibt es
bei einem kubisch-flichenzentrierten Kristall fiir die
Charakterisierung der Wechselwirkung zwischen den
nichsten Nachbarn 3 Kopplungskonstanten, zwischen
tibernachsten Nachbarn zwei und zwischen Nachbarn
dritter Ordnung 4 Konstanten. Eine quantenmecha-
nische Berechnung dieser Kopplungskonstanten ist
bei den Edelmetallen wegen der Wirkung der d-
Schalen noch nicht gelungen 2. Durch Untersuchung
der diffusen Streuung von RONTGEN-Strahlen, wie
sie z. B. Jacossexn 33 fiir Kupfereinkristalle durchge-

Ty1(p) =4{(a;+2by) +2(az+2b3) — (by+2b3) (Cyo+Cyy) — (a;+2a3) Coy

571

fiihrt hat oder eventuell auch durch thermische Neu-
tronenstreuung 34, kann man jedoch die Kopplungs-
konstanten fiir ndhergelegene Nachbarn auch experi-
mentell bestimmen.

Mit diesen Kopplungskonstanten lassen sich nun
die Eigenschwingungen eines Kristalls berechnen.
Bei einem primitiven Gitter erhdlt man folgendes
homogenes Gleichungssystem fiir die Amplitude
einer fortschreitenden Welle, wenn wir der Bezeich-
nungsweise von LeiBrrIiED 3° folgen

MCU23=T(-]3):€, (4‘4')

dabei ist M die Masse eines Gitterions, @ die Kreis-
frequenz der Schallwelle mit Ausbreitungsvektor p;
|b|=2 /i Die Komponenten T;;(}) sind bei einem
kubisch-flachenzentrierten Kristall gegeben durch

(45 a)

+ (az +4 a3 Cy) Si% + (by+4 by Cyy) Sp® + (by+4 by Cyp) S},

Tip(p) =48 Sof{ci+2c5— 4¢3 Sy® +4e3(Ci3+Cy,) }

Cij=cos (% p,-) cos <—¢—l2i p,-), (45¢)

wenn man sich auf Nachbarn dritter Ordnung ein-
schlieBlich beschriankt. Die tibrigen Elemente von
T(p) erhédlt man durch zyklische Vertauschung.
a, ist die Gitterkonstante der kubisch-flachenzentrier-
ten Zelle. Die Bezeichnungsweise der Kopplungs-
konstanten a,, b;, c¢; etc. wurde von JACOBSEN iiber-
nommen 36.

Die Sakulargleichung der homogenen Gleichung

l Til — '61'1 M w? I =0 (46)

liefert zu jedem Ausbreitungsvektor p drei Frequen-
zen w; und drei Vektoren ¢(?), die die Polarisation

32 W. Brenig, Z. Phys. 142, 163 [1955].

33 E. H. Jacossex, Phys. Rev. 97, 654 [1955].

34 B. N. Brockuouse u. A.T.Srtewarr, Rev. Mod. Phys. 30,
236 [1958].

3 G. Lemrriep, Handbuch der Physik (Fricee) VII/1, Sprin-

ger-Verlag, Berlin-Gottingen-Heidelberg 1955.

Die von Lemsrriep definierten Kopplungsmatrizen haben

dann folgende Form:

00
P@/2) (0,1,1) = — {'3‘ b c.},

0 ¢ b

a; 0 O
$a0(1,0,0) = — {o’ bs o},
0 0 b,

s €
@2 @ 1,1) — — {':,’ E. c:},

es €3 by

P©.0,0) =2(2 a,+4 by, +a,+2 by+4 as+8 by) -1.

(45 b)
(45 d)

. a,
S;=sin 72"— pis

der Welle kennzeichnen. Diese drei Vektoren sind
aufeinander orthogonal und kénnen normiert werden

e el = 6]', Fe (47)

Im Gegensatz zu einer isotropen Theorie gibt es
nur fiir besonders ausgezeichnete Richtungen des
Ausbreitungsvektors } einen Polarisationsvektor,
der parallel zu ) ist (longitudinale Welle). Im all-
gemeinen hat das orthogonale Achsenkreuz der drei
Polarisationsvektoren eine beliebige Orientierung
zum Ausbreitungsvektor der Welle. Fiir die elek-
trische Leitfahigkeit und die Warmeleitfahigkeit ist
nur der Ausdruck (pe?) wichtig.

5. Numerische Durchfiihrung

Von den einwertigen Metallen kann man zur Zeit
nur bei Kupfer nidhere Angaben iiber das Gitter-
schwingungsspektrum machen. Alle numerischen Un-
tersuchungen haben wir daher an diesem Metall
durchgefiihrt. Zunachst wurde mit Hilfe der neun
von Jacossen angegebenen Kopplungsmatrizen die
Dispersionskurve und die Polarisation fiir verschie-
dene Ausbreitungsrichtungen untersucht. Zur Bertick-
sichtigung der Anisotropie des Gitterschwingungs-
spektrums haben wir eine Kugeloberfliche p = const
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durch ein Netz von Punkten in nahezu gleich grofle
Flachenstiicke eingeteilt. Wegen der kubischen Sym-
metrie wiirde es geniligen, wenn wir nur den 48-ten
Teil einer Kugeloberflache ndher untersucht hatten.
Fiir den weiteren Gang der Rechnung hat es sich als
glnstig erwiesen, die Halfte eines Kugeloktanten
mit den folgenden Ausbreitungsrichtungen zu be-
niitzen:

cos § p=0 1 /8 /4
o0 6 | a4 12
0,25 ‘ 24 48 24
0,50 ' 24 ‘ 48 24
0,75 24 48 24

In der Tabelle haben wir ferner angegeben, wie oft
der betreffende Funktionswert infolge der kubischen
Symmetrie auf der ganzen Kugeloberfliche vor-
kommt (Gesamtzahl 330 Richtungen). Wir glauben,
daf} die so ausgewihlten Richtungen geniigen, um
die anisotropen Effekte im Kristall im wesentlichen
richtic wiederzugeben. Es ist wahrscheinlich wenig
sinnvoll, wesentlich mehr Ausbreitungsrichtungen in
Betracht zu ziehen, weil die experimentell gemesse-
nen Kopplungskonstanten gar nicht so genau be-
kannt sind %7.

Wie schon frither erwahnt wurde, ist der Vektor p
kein reduzierter Ausbreitungsvektor. Als Differenz-
vektor der Elektronenausbreitungsvektoren f und f’
kann sein Betrag zwischen 0 (Vorwirtsstreuung)
und 2 kp (Rickwartsstreuung) liegen. Wegen

kp= (3 72-4/ay3)" ist Pmax=2(3/16 %)"* B

(B ist die Gitterkonstante der reziproken Elementar-
zelle). Um die nachfolgende Integration besser
durchfiihren zu konnen, legen wir den Betrag von p
nach Gl. (39) durch den Winkel © zwischen f und ¥
fest, und zwar nehmen wir fiir cos ® folgende
Werte an:

cosf 1,0 08 | 0,6 L02 —02 -06 -08  —10

pilBi 0 0,2472 0,3495 0,4943 0,6054 0,6991 0,7415 0,7816

Die fiir die verschiedenen Ausbreitungsrichtungen
berechnete Kreisfrequenz w,; und das allein fiir die
elektrische Leitfahigkeit wichtige Skalarprodukt
(e p°) sind als Funktion des Ausbreitungsvektors

in Abb. 2 dargestellt.

37 Eine nihere Untersuchung der Genauigkeit der Kopplungs-
matrizen wurde von C.B. Warker, Phys. Rev. 103, 547
[1956] durchgefiihrt.

38 K. Fucss, Proc. Roy. Soc., Lond. A 151, 585 [1935].

39 K. Kawmsg, Phys. Rev. 99, 419 [1955].
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freien Elektronengas im wesentlichen durch

[0 -3 (E, )2

Fpy=nt Y
7 (exp{h wpj/k T} —1) (1 —exp{—h wpj/k T})
(€3 -po)e
=lniRY " (38)
i 4-Zmn? Ok T

Der elektrische Widerstand ist bei einem quasi-
bestimmt; dabei ist nach Gl. (31 a) der Betrag des
Vektors | (£, f)|=/(p) nur eine Funktion des
Winkels ©. Die Anisotropie des Streumechanis-
mus wird also nur durch den hinter dem Summa-
tionszeichen stehenden Ausdruck beschrieben. Im
Gegensatz zu einer Kontinuumstheorie, wo wegen
des linearen Zusammenhangs zwischen Frequenz
und Ausbreitungsvektor die Temperaturabhingig-
keit des elektrischen Widerstandes in geschlossener
Form angegeben werden kann, konnen wir ihn nur
fiir bestimmte Werte berechnen, und zwar haben wir
die folgenden Temperaturen gewihlt: 7 = 20,4 °K,
T=77,4°K und T =273.,4 °K.

Die numerische Auswertung ergibt, daf} bei tiefen
Temperaturen fiir einen bestimmten Ausbreitungs-
vektor p die Gitterschwingungen mit kleinster Fre-
quenz, die meist nahezu transversalen Charakter be-
sitzen, den Hauptbeitrag zur Streuung liefern. Bei
hoheren Temperaturen haben dagegen die Schwin-
gungen mit mehr longitudinalem Charakter die gro-
Bere Bedeutung. Bei der numerischen Berechnung
von J(p) tritt die Schwierigkeit auf, daf} der Wert
[Uy (rs) —Ey'] und auch die Fermi-Energie nicht ge-
nau bekannt sind. Wahrend aus der Arbeit von
Fucns 38 fiir [U, (r)) —E,] der Wert 1.3 eV zu
entnehmen ist, erhdlt man aus den Angaben von
Kamse 3 gerade den doppelten Wert. Wir haben da-
her die ganze Rechnung mit den folgenden Para-
metern durchgefiihrt:

Uy (rs) —Ey1/{=0, 0.185, 0,370 und fiir die
Fermi-Energie 7.0eV  (m*/m=1) bzw. 4.7 eV
(m*/m=1,5).

Fir die Entwicklung des Ausdrucks F (D) nach
kubisch-sphirischen Harmonischen Kz,(. %) be-
niitzen wir die Methode der kleinsten Quadrate: Als
Vergleichsfunktion dient die Entwicklung

4
Zomp) K20(9,%)

deren Koeffizienten aus der Forderung bestimmt
werden, dall die Summe der Abweichungsquadrate
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004K o7 kT (k dk) .
T=204°K: e B = an -10
m*/m = 1,0 ‘ m*/m = 1,5
Vo(rs) — E. |
[¥ighig) =Rl 0,000 | 018 | 0370 ! 0,000 0,185 0,370
nl m o ‘ |
11 0 0 0,4045 0,8122 14165 | 0,6166 1,1045 1,7446
L= —0,4045 —0,8122 —1,4165 = —0,6166 —1,1045 —1,7446
00 —0,1522 | —0,3492 —0,6367 —0,2550 —0,4851 | —0,7906
13 | —0,0933 | —0.2138 —0,3899 —0,1562 —0,2970 | —0,4841
1 3 —0,1204 | —0,2761 —0,5034 | —0,2016 —0,3835 —0,6250
0 0 0,6492 |  0,7508 0,9233 05753 | 0,8158 1,1259
11 ©—0,7089 | —0,8814 —1,1593 | —0,6680 —09950 | —14212
33 92 ' 0,8044 1,0905 1,5369 | 08163 1,2818 1,8935
3-8 - —0,6850 —0,8292 —1,0649 —0,6309 —09233 | —1,3031
1 3 0,0462 0,1012 01828 | 00718 01388 | 0,2287
2 2 —0,0597 | —0,1307 —0,2360 | —0,0927 —0,1792 —0,2952
— °K: sy_" i(k dk) Ml 3
T=714°K 17 e P a ni -10
3 m*/m = 1,0 J m*/m = 1,5
Vo(rs) — E . [
[Volrs) — Eol/¢ L0000 | 018 | 0370 | 0000 | 018 | 0370
nl m o | ‘ i
11 00 03846 | 06946  1,1112 05924 | 09146 | 13176
1 | —0,3846 | —0,6046 = —11112 | —05924 = —09146 = —13176
; | | | |
00 —0,0223 —0,0401 —0,0649 | —0,0336 —0,0529 = —0,0776
13 - | —0,0136 —0,0246 | —0,0398 | —0,0206 —0,0324 | —0,0475
13 —0,0176 —0,0317 | —0,0513 | —0,0266 —0,0418 | —0,0613
00 05677 08345 11759 07691 | 10303 | 123458
Vil —0,5832 | —0,8586 —1,2113 —0,7907 | —1,0607 —1,3871
2—2 0,6079 | 08971 1,2680 | 0,8253 1,1093 | 1,4531
33 33 —0,5770 | —0,8490 —1,1971 = —0,7821 —1,0485 | —1,3706
1 3 0,0120 00186 00275 00167 0,0235 | 0,0320
2 2 —0,0155 —0,0241 = —0,0355 | —0,0216 —0,0304 | —0,0413
| | |
1 | |
. 2% kT dk \=2(h-108 |42, mo _
T>0: 47 A B k2 7y T 80 10
m*/m = 1,0 l m*m = 1,5
Vo(rs) — E :;
[Volra) — Bl 0,000 0185 | 0370 | 0000 | 018 | 0370
— | | .
nl m o | [
11 0 0 08244 | 14382 2,2514 | 1,2496 1,8771 2,6531
-1 —0,8244 | —1,4382 —22514 | —1,2496 —1,8771 —2,6531
| |
00 | —0,0278 —0,0482 —0,0762 —0,0412 —0,0628 —0,0904
13 1—1 | —0,0171 | —0,0295 —0,0466 | —0,0264 —0,0388 | —0,0554
I 3 [ —0,0222 | —0,0381 —0,0602 | —0,0325 —0,0496 —0,0714
00 1,285¢ | 1,8795 2,6261 1,7498 | 2,3194 2,9972
Lol —1,3068 | —1,9119 —2,6729 —1,7794 | —2,3600 —3,0514
33 22 1,3409 | 1,9639 2,7479 1,8267 | 2,4250 3,1382
3-3 —1,2982 —1,8989 | —2,6542 —1,7675 —2,3437 —3,0298
1 3 0,0166 |  0,0251 0,0363 0,0229 0,0315 0,0419
2 2 [ —0,0213 } —0,0325 —0,0468 —00206 = —0,0406 | —0,0542
| !

Tab. 1. Matrixelemente M bei verschiedenen Temperaturen.
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fir die 330 Raumrichtungen zu einem Minimum
wird. Das Ergebnis dieser Entwicklung fir

[Uy (rs) —Ey'1/C=0,185 und & =4,65 eV

findet sich fiir verschiedene Temperaturen in Abb. 3,
4 und 5. Die Berechnung von F, -, d.h. die Ent-
wicklung von F,(p) nach Lecexpreschen Polynomen
wird mit dem von Feuiserc #° angegebenen Verfah-
ren durchgefiihrt. Mit den so berechneten Koeffizien-

mo
ten lassen sich die Matrixelemente Mt (Tab. 1)
TS

und damit auch der Widerstandstensor berechnen.

6. Allgemeine Diskussion;
Abweichungen von der Matthiessenschen Regel

a) Die elektrische Leitfahigkeit
Aus den Abb. 3, 4 und 5 ist ersichtlich, daf} die

seitherice Annahme einer isotropen Ubergangswahr-
scheinlichkeit fiir die thermische Streuung der Elek-
tronen eine sehr grobe Annaherung an die wirklichen
phvsikalischen Verhéltnisse ist. Wahrend in der
iiblichen Transporttheorie, wo man entweder das
Gitterschwingungsspektrum mit der DgesyEschen
Theorie berechnet oder aber iiber das anisotrope
Gitterspektrum (BarLyn) mittelt, nur der Entwick-
lungskoeffizient F(p) den ganzen Streuprozef} be-
schreibt, sind in einer genaueren Theorie auch ver-
schiedene Koeffizienten F,(p), wobei 0+ 0 ist, mit
dem ,,isotropen® Ausdruck F,(p) groflenordnungs-
mafig vergleichbar. Vor allem bei tiefer Temperatur
ist diese Anisotropie sehr ausgeprdgt. Neben den
Gitterschwinguneen mit kleinem Ausbreitungsvektor
(Vorwirtsstreuung) sind hier vor allem nur noch
jene Schwinguncgen mit erolem Ausbreitungsvektor
angerect, die sich in [111]-Richtung ausbreiten. In
dieser Richtung kommt namlich die Kugel ppax =2 ky
einigen rezinroken Gitterpunkten am nachsten. Durch
diese Umklappprozesse nimmt auch die Funktion
Fy(p) mit wachsendem p wieder zu, wahrend sie
in der Brocuschen Theorie nur in der Umgebung
von p=0 im wesentlichen von Null verschieden ist.
Bei hoheren Temperaturen geht die Anisotropie im-
mer mehr zuriick, weil dann nicht nur die Gitter-
schwingungen fiir bestimmte Ausbreitungsrichtun-
gen angeregt sind.

Um die theoretischen Ergebnisse mit dem Experi-

4 E. Fenrserg, Z. angew. Math. Mech. 104, 31 [1951].
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Abb. 3. Einflu der Anisotropie des Gitterschwingungsspek-
trums auf die Elektron-Phonon-Streuung bei T=20,4 °K.

T-774°K
0’ ?'?B‘z-f;,(p)

Abb. 4. Einflu der Anisotropie des Gitterschwingungsspek-
trums auf die Elektron-Phonon-Streuung bei 7=77,4 °K.

1=27315°K
P

=3
08 06 04 02 o~202_—76-08-10 @=4cos @

=2
Abb. 5. EinfluB der Anisotropie des Gitterschwingungsspek-
trums auf die Elektron-Phonon-Streuung bei T'=273,15 °K.

ment vergleichen zu kénnen, miissen wir noch fiir
die Parameter { und U, (r,) — E,” Zahlenwerte ein-
setzen. Zunichst sieht man aus Tab. 2, dall das
Verhiltnis o /o), wo of) der Widerstand bei
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T = 20,4°K
m*/m = 1,0 m*/m = 1,5
 [Uore) — EQT 0,000 0185 0370 0000 018 0370
oP/efp) - 10 | 4,67 4,73 4,55 422 4,56 4,69
arjar, 0,918 0,676 0,287 0,705 0,470 0,260
108 - b(Oe-?) 3,030 5,496 6,190 8,487 6,38¢ 4,309
108 - ¢(Oe-2) 0,056 0,724 0,519 L187T . 0667 | 0345
106 - Aj|(Oe-2) 1436 | 2488 2,684 3870 2,820 | 13862
108 - A (Oe-?) L2313 | 4252 4,848 6.552 4974 | 3378
T=774°K
m*/m = 1,0 m¥/m = 1,5
[Uo(rs) — EglJC 0,000 018 0370 0,000 0185 | 0,370
eD/eP 0,129 0133 0,136 0,131 0,134 0,137
arfar, 0,997 0996 | 0,995 0,997 0,996 0,995
1012 - b(Oe-?) 1418 | 0804 0470 | 0844 0,562 0,377
1012 - ¢(Oe-2) 0,326 | 0,184 0,107 0,194 0129 0,086
1012 - Aj|(Oe-2) 0697 | 0395 0231 0415 0276 | 0,185
1012 4 (Oe-?) 1,069 0,606 0354 | 0,637 0,424 0,284
T = 273,15°K
m*/m = 1,0 m*/m = 1,5
[Uo(rs) — Eol/C 0000 | 018 0370 0000 0,185 0,370
o [uQem] 0376 | 0655 | 1,026 0,570 0856 1,209
oPap [2cm Oel] 7,386 - 10-7
1014 - b(Oe-?) 0,681 0375 | 0,220 0,394 0,259 0,177
1014 - ¢ (Oe-?) 0162 | 0089 0052 0,094 0,061 0,042
1014 - 4| (Oe-2) 0,337 0,185 0,109 0,195 0,128 0,088
1014 - 4| (Oe?) 0,512 0,282 0,166 0,297 0,195 0,133

Tab. 2. Elektrischer Widerstand, Hari-Konstante und Anderungen des elektrischen Widerstandes im Magnetfeld
bei T=20,4 °K,77,4 °K und 273,15 °K.

273,15 °K ist, nur sehr wenig von diesen beiden linearen Abhingigkeit von der effektiven Masse auf
GroBen abhingig ist. Es geniigt daher, diese Ab- m"/m=1.44, was in guter Ubereinstimmung mit
hingigkeit bei T, = 273,15°K zu untersuchen, jenem Wert der effektiven Masse ist, der von
was in Abb. 6 dargestellt ist. Legen wir in ,

Uy (r) —E, den von Kampe3® berechneten Wert M[/u Qem]
von Eqg= —1,0937 Rydberg zugrunde, dann erhalt [

man bei einem quasifreien Elektronengas

Uy (rs) —Ey’ =2,65 eV. !

Fir den spezifischen Widerstand bei T =273,15 °K .
konnen wir dann aus Abb. 6 die Werte 1,64 «Qcm , < R
bzw. 1,02 xfQcm entnehmen, je nachdem m*/m =1,5 ‘I—»—-—-—-—-—-»—-—L:—._-éef.—.—-u"—r.‘,-“

* . .
bzw. m /m =10 ist. Der e:.xperlm.entell gemess‘ene Abb. 6. Spezifischer Widerstand in Abhdngigkeit von
Wert ist 1,57 «£ cm und fiihrt bei Annahme einer Uy (rs) —Ey'.

W
Q
3
<
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Rayng ¢!

aus der spezifischen Wiarme der Elektronen
gemessen wurde. Mit dem von Fucus berechneten
Wert fiir £, erhélt man einen zu kleinen Wert fur
den elektrischen Widerstand bei Zimmertemperatur.

Nachdem der Absolutwert des elektrischen Wider-
standes bei T —273,15 °K festgelegt ist, brauchen
wir nur noch das Verhiltnis gﬁ_,‘,‘)/g’zfl) niher zu un-
tersuchen. Die in der Tab. 2 aufgefiihrten Wider-
standsverhiltnisse fiir die Temperaturen 7' = 77,4 °K
und 7 = 20,4 °K sind mit den von Grineisen 2 und
Meissner #3 experimentell ermittelten Werten von
0.129 bzw. 5-107* zu vergleichen **. Wir erhal-
ten fiir die Temperaturabhdngigkeit im Intervall
20,4 °K < T < 273,15 °K Ubereinstimmung
zwischen Theorie und Experiment. In der Brocu-
schen Theorie war dies auch der Fall; aber es ist
doch zu beriicksichtigen, dafl dort der Wert der
Desye-Temperatur @y den experimentell gemesse-
nen Widerstandsverhiltnissen angepalit wurde. Da
in der Brocuschen Theorie der Widerstand bei tie-
fen Temperaturen eine Funktion von @g® ist, kann
diese Anpassung schon durch kleine Anderungen
der Desve-Temperatur erreicht werden.

Auf eine Berechnung des elektrischen Widerstan-
des unterhalb 20 °K haben wir verzichtet, weil dann
wahrscheinlich die Annahme, da} die Schallschwin-
gungen im thermischen Gleichgewicht sind, nicht
mehr erfillt ist. Auflerdem ist auch der temperatur-
abhingige Widerstand in diesem Bereich nicht mehr
von groflem Interesse, weil er meist vom Restwider-
stand tiberdeckt wird.

gute

b) Abweichungen von der MartHiEssENschen Regel

Der Vorteil des oben beschriebenen Losungsver-
fahrens gegeniiber der Brocuschen Methode erweist
sich erst, wenn wir die Abweichungen von der Ad-
ditivitdit des temperaturabhéngigen Widerstandes
und des Restwiderstandes untersuchen wollen.
Nimmt man némlich an. dafl die thermische Streu-
ung der Elektronen isotrop erfolgt., so ist nur dann
eine Abweichung von der MarruiesseEnschen Regel
zu erwarten, wenn die statischen Gitterfehler aniso-
trop streuen. Anders dagegen, wenn auch die ther-

41 J.Rav~e, Phys. Rev. 95, 1428 [1954].

42 E. Grinersen u. E. Goexs, Z. Phys. 44, 615 [1927].

43 W. Meissver, Phys. Z. 29, 897 [1928].

Aus den Messungen von K.Berman und D.K.C. MacDox~arp,
Proc. Roy. Soc., Lond. A 211, 122 [1954] kann man fiir
das Widerstandsverhiltnis o (Tm/g (T(:, bei 20,4 °K den Wert

5,96:10—* entnehmen.
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mischen Schwingungen die Elektronen anisotrop
streuen! Dann konnen nidmlich Abweichungen von
der Additivitat des Widerstandes auch durch isotrop
streuende Gitterfehler hervorgerufen werden. Um
dies zu zeigen, kniipfen wir an frithere Untersuchun-
gen!? an. Wie dort schon erwihnt wurde, setzen
sich die Matrixelemente additiv aus zwei GroBen
zusammen, wenn die Elektronen aufBlerdem noch
durch statische Gitterfehler gestreut werden:

mo mo mo
=Mtnl +MR nl
rs rs

Mnl (4‘8)

wobei das Glied M, n7 von der Streuung der Elek-

rs

. . B mo
tronen durch Gitterschwingungen, das Glied My !
rs

durch die Streuung an den statischen Gitterfehlern
hervorgerufen wird. Wenn auch die statischen Git-
terfehler kubische Symmetrie haben — ohne viel
Schwierigkeiten kann man die folgenden Uberlegun-
gen jedoch auch auf tetragonale Symmetrie tber-

tragen — ist der elektrische Widerstand gegeben
durch

00 00\2

o e 00 00 M 13 + MR 13
Oges. =€ 2072 M, 11 +MR11—( 0~ %
Jges. t 00 00
00 0 Mg +Mrg

’

(49)
wiahrend sich der Widerstand o, der durch die ther-

mische Bewegung der Gitterionen, und der Wider-

stand op, der durch die statischen Gitterfehler er-

zeugt wird (Restwiderstand), aus den beiden folgen-
den Gleichungen berechnen lassen

M 00\2

Qt=e—2a-2{ 3 ‘ii)}, (50 a)

3

00

00 M3
0042
00 Mg 13
op=e2072 MR(l](l)—(-ﬁi‘;‘;l . (50Db)
M=

Es tritt demnach folgende Abweichung von der Ad-
ditivitdt des elektrischen Widerstandes auf

(40) Matt. = (51)

00 001 2
M, 13 13
( tls Ml

s 00 T 00
Mi33 Myg33
oo T Boo

N 00 00y 2 00 /o 00\2]°
L Mtsa_(*”taa\ MRNEL SET
o | " \an) | T e o T \on

\

mo
Wie aus der Tabelle fiir die Matrixelemente M; 86

zu entnehmen ist, ist der in der eckigen Klammer
hinter 1/o; stehende Ausdruck nahezu gleich eins.
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Da iiber die Art der Gitterfehlstellen, die den Rest-
widerstand verursachen, meist sehr wenig bekannt
ist, machen wir dieselbe Naherung auch in der zwei-
ten Klammer. Es ist dann

Ao S T — 52
( .)Matt. <t 1+ot/or ( )
M3
Durch die thermischen Glieder o; und ]Ti'(:g wird
t3

die Abweichung von der Marruiessexschen Regel
temperaturabhédngig, und zwar konnen wir zwei
Fille unterscheiden:

1. Wenn der thermische Widerstand klein gegen-
iiber dem Restwiderstand ist, nimmt (40) .. linear
mit oy zu.

2. Wenn der thermische Widerstand grof} gegen-
iber dem Restwiderstand ist, ergibt sich die kon-

stante Abweichung

00 00
33 My 33
My 00— Boo

(409) yatt. = 9r ( (53)
Wie grof3 eventuell diese Abweichungen werden kon-
nen, soll an einem Beispiel erlautert werden. MagNu-
sox, Parmer und Koesrer 4% haben 99,999%-Kupfer,
das einen Restwiderstand von 1,30-107% £ cm be-
saBl, mit Deuteronen bestrahlt und dadurch eine
Widerstandszunahme von 5,61 - 1078 Q cm erreicht.
Es wurde dann die Erholung der Strahlungsschadi-
gung bei bestimmten Temperaturen untersucht. In
einem Restwiderstands-Zeitdiagramm ist die Erho-
lung durch eine abfallende Kurve sichtbar. Bei Wech-
sel zu einer hoheren Erholungstemperatur treten
auflerdem noch kleine positive Spriinge auf. Die
Autoren haben diesen Effekt, der nicht mit der Er-
holung zusammenhingt, weil er nur von der Tempe-
ratur und nicht von der Zeit abhingig ist, einer An-
derung der Desve-Temperatur durch die Bestrahlung
zugeschrieben. Es 148t sich nun zeigen, daf} wir ihn
zwanglos durch Abweichungen von der MATTHIESSEN-
schen Regel deuten konnen.

Bei tiefen Temperaturen ist das Anisotropiever-

00 00
haltnis Mtég/Mtgg so grof}, dal wir das zweite von

den statischen Gitterfehlern herrithrende Glied ver-
nachldssigen konnen. Fiir verschiedene Temperaturen
haben wir die GroBe der Abweichungen von der

45 G.D. Mac~usoy, W.Parmer u. J.S.Koenier, Phys. Rev.
109, 1990 [1958].
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Marrriessexschen Regel fiir die bestrahlte und un-
bestrahlte Probe berechnet. Die Temperaturabhan-
gigkeit des spezifischen Widerstandes ©; haben wir
den Messungen von BErman und MacDoxarp 46 ent-

00 00
nommen. Fiir das Anisotropieverhaltnis M; (l,g/Mtgg

haben wir den Wert fiir 20,4 °K eingesetzt. Diese
Annahme ist zunéchst nicht voll gerechtfertigt, weil
der obige Quotient ziemlich temperaturabhéngig ist.
Wie wir noch sehen werden, miissen wir jedoch bei
hsheren Temperaturen die Abweichungen der FErmi-
Oberfliche von der Kugelform beriicksichtigen, so
daf} der Fehler, den wir durch obige Vereinfachung
begehen, nicht sehr grof} sein wird. Wie man aus
Abb. 7 sieht, kann mit Hilfe der Anisotropie des

‘_ﬁ (4 OMat, vestr 'mwﬂaml unbestr.

| A9, theor.
- Rest
0Jf - exp.
1
i
i
i
L 230 40 _ 5 I[K]
i

Abb. 7. Differenz der Abweichungen von der Marruiessenschen
Regel bei einer bestrahlten und unbestrahlten Probe in Ab-
hiangigkeit von der Temperatur.

Streumechanismus sowohl der Betrag als auch die
Temperaturabhéngigkeit der Spriinge qualitativ er-
klart werden.

c) Anderung des elektrischen Widerstandes im

Magnetfeld

In gleicher Weise kann man die Anderung des
elektrischen Widerstandes im Magnetfeld bei tiefen
Temperaturen quantitativ verstehen. Zunichst fallt
in Tab. 2 auf, daB bei 20,4 °K schon mit einem
magnetischen Querfeld von 800 Gauf} eine Erh6hung
des elektrischen Widerstandes um den Faktor 2 er-
reicht werden kann. Da bei der Ableitung des Va-
riations-Iterationsverfahrens vorausgesetzt wurde,
dal das Magnetfeld nur eine Stérung der ther-
mischen Streuung der Elektronen ist, konnen wir
mit den abgeleiteten Beziehungen, die fiir die An-
derung des elektrischen Widerstandes eine quadra-
tische Abhéngigkeit von der Feldstdrke voraussagen,
nur den Bereich 0 < H <300 Gaul} beschreiben. Um

46 R. Berman u. D. K. C. MacDoxarp, Proc. Roy. Soc., Lond. A
211, 122 [1952].
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noch hohere Feldstirken erfassen zu konnen, miif3-
ten wir aufler den quadratischen Gliedern auch noch
héhere Potenzen des Magnetfeldes berticksichtigen.
Dieses Ergebnis steht in Ubereinstimmung mit den
Messungen von Grinersen und Apexstepr ¥7, die
die magnetische Widerstandsidnderung eines natiir-
lich gewachsenen Einkristalls mit dem Widerstands-
verhiltnis 0@ /0= 8,4 - 107 bei 20.4 °K bestimmt
haben. Sie fanden nimlich heraus, daB sich die An-
derung des elektrischen Widerstandes schon von
kleinen Feldstdarken ab durch eine lineare Abhangig-
keit beschreiben laft. Mit einem magnetischen Quer-
feld von H =300 Gaul} haben die Autoren eine Er-
hohung des Widerstandes um 40 =1,20-10"1Q cm
unabhingig von der Orientierung des Magnetfeldes
gegeniiber den Kristallachsen erzielt. Der theore-
tische Wert fur diese Feldstirke ist winkelabhéngig
und schwankt zwischen 0.8 und 0.95-1071° Q cm.
Fiir diese Feldstirke ist also befriedigende Uberein-
stimmung zwischen Theorie und Experiment vor-
handen. Die Berechnung der Widerstandsianderung
fir hohere Feldstirken versagt aus den oben ange-
fihrten Griinden. Eine Prifung der theoretischen
Ergebnisse — insbesondere die Verkleinerung der
Havr-Konstanten um den Faktor 2 bzw. 4 gegen-
tiber dem Wert des freien Elektronengases — an
weiterem experimentellem Material konnte nicht
durchgefiihrt werden, weil bei den meisten Arbei-
ten 4849 der Restwiderstand weitgehend den ther-
mischen Widerstand iiberwogen hat. Da der Rest-
widerstand vor allem durch mehr isotrop streuende
Gitterfehler als es die Gitterschwingungen sind, ver-
ursacht wird, wird dadurch der Betrag der Wider-
standsdnderung im Magnetfeld weitgehend herab-
gesetzt.

Bei der Temperatur von 77,4 °K und Zimmer-
temperatur liegen nur Messungen an polykristalli-
nem Material vor. Fiir 77,4 °K kann man aus den
Messungen von Kapirza 30 folgende Werte entneh-

H. BROSS

men: A)] =107 Oe™? und 4) = 510712 Qe™2.
Fiir die Anderung des Widerstandes im transversa-
len Magnetfeld gibt Gruxmacu ®! bei Zimmertempe-
ratur den Wert 4| =4-10713 Oe™2 an.

Die theoretischen Werte bei T =77,4°K und
T =273,15°K sind also um den Faktor 30 bzw.
300 zu klein. Diese Diskrepanz kommt dadurch zu-
stande, dal} bei hohen Temperaturen die wesentliche
Anisotropie der Ubergangswahrscheinlichkeit nicht
von den thermischen Gitterschwingungen, sondern
von der Abweichung der Elektronenenergiefliache
von der Kugelgestalt herkommt, wahrend bei tiefen
Temperaturen durch nicht angeregte Gitterschwin-
gungen eine Anisotropie verursacht wird, die den
Einfluf der nichtspharischen Energieflichen iiber-
deckt. Die Berechnung der magnetischen Wider-
standsanderung bei nichtsphéirischen Energieflachen
ist dullerst kompliziert und wird zur Zeit durchge-

fiihrt.

Herrn Professor Dr. U. Denuinger danke ich sehr
fiir sein forderndes Interesse an der vorliegenden Ar-
bei. Mein besonderer Dank gilt Herrn Prof. Dr. A. See-
cer fiir die Anregung zu diesen Untersuchungen und
fiir viele eingehende Diskussionen. Der Deutschen
Forschungsgemeinschaft habe ich fiir finan-
zielle Unterstiitzung zu danken.

Anhang

Umformung des Ausdrucks Bf,og (r,t) " Ka,(r—71)
auf bikubisch-spharische Harmonische.
Der in Abschnitt 3 auftretende Ausdruck

BO(1, 1) - Ka,o(r—1)

ist eine Funktion der beiden Variablen t und t’, besitzt
kubische Symmetrie und gehort zur Darstellung D(2e).
Wie wir weiter unten zeigen werden, erfiillt er auch die
von Hosson 52 angefiithrten Bedingungen, die fiir eine
Entwicklung nach Kugelflachenfunktionen vorausgesetzt
werden miissen. Wir konnen ihn daher in folgender
Weise

BO (1, v) Koot —t) = 2 KXY (r, /) -BE D, 0; %, ) + D kg r,r)- BE T (9, 0; 9, ¢) (A1)
n,l

nach bikubisch-sphirischen Harmonischen entwickeln.
Im allgemeinen Fall r+r" miissen dabei die Entwick-

lungskoeffizienten k(;f?;a’+)

(r,r) symmetrisch und die

47 E. Grinersey u. H. Apenstept, Ann. Phys., Lpz. 31, 714
[1938].

48 P. JoncEnBurGer, Conf. de Physique des Basses Tempéra-
tures, Paris, No. 47, 411 [1955].

4 H. G. van Buerey, Thesis Leyden [1956].

n,l

20;9,— 2 .
Entwicklungskoeffizienten k(,,'f'd’ )(r,r) antisymme-
trisch in den beiden Variablen r und r’ sein, weil
Ks,(r—1") die beiden Vektoren t und 1’ in symmetri-

5 P, Karrrza, Proc. Roy. Soc., Lond. A 123, 292 [1929].

51 L. Grusmach, Ann. Phys., Lpz. 22, 141 [1907].

52 E. W. Hosson, The Theory of Spherical and Ellipsoidal
Harmonics, University Press, Cambridge 1931.
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scher Weise enthilt. Im Zusammenhang mit der in Ab-
schnitt 3 bendtigten Entwicklung konnen wir uns auf
den Spezialfall r=r" beschrinken, bei dem alle

k%% (r, 1) verschwinden und die symmetrischen

Koeffizienten auBerdem noch unabhingig von r werden.

Ka,(1—1) = ZAm

wobei und

at+B+y=ep

(smz9c05 (p—sm19 cosq))?-“ (sin ﬁrsmqa—smﬂ sm(p)ZP’ (cosﬁ—cosﬂ) v

lt]=1v]

579

Fiir die weitere Ableitung beniitzen wir die Eigenschaft
der kubischen Harmonischen, dal} sie sich durch homo-
gene Polynome vom Grad 2 p darstellen lassen, welche
invariant gegeniiber allen Symmetrieoperationen der
kubischen Gruppe sind.

(1—cos O)¢ e (A.2)

angenommen wurde.

Der im Zahler stehende Ausdruck besitzt schon kubische Symmetrie und 1iB8t sich daher nach bikubisch-
sphérischen Harmonischen entwickeln, und zwar muB — wie man sich leicht iiberzeugen kann — folgende Ent-

wicklung moglich sein
o a(Z% ) B(’% +)
K2 I—1) = 7,20~ 7,207
o ) ,ZO (1—cos O)e
und allgemein
a2 +) | p(2e;+)
1 20—1 7,20—7

(0) o Koo (r— i ) (1—cos 9)5
=0 il

=2 K" By 9,00, ¢)

T Z k(206+) B(29+)(29 @ ¥, @) .
n;l

(A3)

n,l

(A4)

Wegen der Integraleigenschaften der bikubisch-sphirischen Harmonischen sind die Entwicklungskoeffizienten

ko (D **) bestimmt durch

T, 20—

K3 [ (B3] dw o’ = 3oy
g T=

Die Auswertung des auf der rechten Seite stehenden
Integrals scheint wegen des Faktors (1 —cos ©)2 im
Nenner duflerst schwierig zu sein; ja es ist sogar frag-
lich, ob das Integral iiberhaupt einen endlichen Wert
besitzt. Mit Hilfe eines Grenziibergangs ©# — &' und
@—@'; d.h. cos ®— 1, konnen wir zeigen, dal der
Integrand beschrankt bleibt, jedoch an der Stelle
cos @ =1 unendlich vieldeutig wird. Nach -Hossox wird
daher die oben angegebene Entwicklung, wenn cos @ 1
ist, gleichmiBig gegen den jeweiligen Funktionswert
konvergieren. An der Stelle cos @®=1 wird dagegen
die Entwicklung einen Wert annehmen, der ein Mittel-
wert aus den unendlich vielen Funktionswerten ist. Fir

k%5 [[BET do do'=

—8 72 Za@e ,+)

Der Koeffizient C(O> besitzt den Wert

©_2v+1 1 (20, +)
va) 2 87!2 BI,%Q“K

(2¢,+)

Z an?e %

dodw’.

fB(O) B("@ +) B(2§ y+)
_ oo T, =T n (A 5)

(l—coé O)e

die weitere Berechnung des Integrals entwickeln wir
2 9

das Produkt Bﬁjg‘:_),-B(ﬁ’Hnach bikubischen, spha-

rischen Harmonischen. Nach dem Vektoradditionsmodell

treten hierbei Funktionen auf, die zur Darstellung D%
gehoren, wobei 0 < L < 2 Q ist

2, + 20,+ (L I,
Big’g )1 B(ng )= ZZC s vl )' (A6)
L=0 »2
Setzen wir nun die Entwicklung des Produkts
9, 92,
Bifg’;__), B(,,g+)m das obige Integral ein, so ergibt

sich wegen der Orthogonalitdtsrelation, daB nur die
Glieder mit L=0 einen Beitrag liefern.

. BO
(1——cos O)e do de’ A7)
1
o0 / F, (x)_:) @ 4 (A8)
v =1
B B dodo'= 2271 bi’.‘f’, / (B Tdwdw'.  (A9)

Wegen der Eigenschaft der Koeffizienten br,%e r ist C(O) nur dann von Null verschieden, wenn die Ungleichung

tn+l) —o < v < 2 (n+1) +p erfiillt ist.
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Damit wird
kgfg‘”’+)f [Bf?'“]g do do' = 2_ ai ‘:’:), /[ E)";:r_), ]2 dw dw’ (A 10)
((+DR1+e 5, P P

Vv (v,20)
-Z Ty br, 20— 1
y=[(+DR]1—e ot = e

Wie wir schon gezeigt haben, mufl das obige Integral einen endlichen Wert haben. Dies ist nur moglich, wenn

folgende Umordnung durchfiihrbar ist

0 [(n+D)/2]+p (n+D)/2
(2 — 2py+4+1 _(»20) ~
Y aleh [[BED T dodo’ > "Tlbrzer Puia) =(1—x)e Y df, Px @) (A11)
=0 —((nfD/21—0 nl #=0
Man erhélt somit endgiiltig
2 da; ntl
— e 0< o<,
caeiot) _ ) 20T [[BE 7] do dor 2
kn( n+l (A 12)
0 o>

NOTIZEN

Uber ein Spinormodell in der Quantentheorie
nichtlinearer Wellengleichungen

Von K. LabAnyr
Forschungsgruppe fiir Theoretische Physik der Ungarischen

Akademie der Wissenschaften, Budapest
(Z. Naturforschg. 14 a, 580—581 [1959] ; eingegangen am 12. Februar 1959)

Wie bekannt, ist in der zum Studium der wichtig-
sten Ziige der HgrisenBercschen nichtlinearen Feld-
theorie ! eingefiihrten LAGRA.\'GE Funktion

L=y Vuauw+ S W) ()
der Isotopenspin nicht beriicksichtigt. In einer spéteren

Arbeit zeigten Hemsexsere und Pauri?, dafl die La-
GrANGE-Funktion

’ + iz + +
L=y yu8uywE o W yursy) W vavs¥)

den Grund einer kiinftigen Theorie der Elementarteil-
chen bilden kann. Man kann zeigen, daf} die Erhaltung
der Baryonenzahl und der Ladung gesichert, und dal}
L’ invariant gegen die mit der Isotopenspingruppe iso-
morphen Paurr-Transformation ist® . Von einigen ein-
fachen Annahmen ausgehend wird im folgenden das
qualitative Modell der Theorie der Elementarteilchen
auf Grund einer anderen Lacrance-Funktion konstru-

! W. Hersexserg, Rev. Mod. Phys. 29, 269 [1957]. In dieser
Arbeit sind auch weitere Literaturangaben zu finden.

2 W. Heisexserc u. W. Pavrr, On the Isospingroup in the
Theory of the Elementary Particles, 1958. Prepint.

3 W. Paurr, Nuovo Cim. 6, 204 [1957].

4 G. Girsey, Nuovo Cim. 7, 411 [1958].

iert. Diese Annahmen konnen folgendermafBlen zusam-
mengefallt werden:

1. Das nichtlineare Glied der Lacrance-Funktion ent-
spricht einer universalen Fermi-Wechselwirkung.

2. Die Lacrance-Funktion zeigt keine Invarianz-
eigenschaften, die in der Natur nicht vorkommen.

3. In der Theorie treten nur zwei Spinoren mit vier
Komponenten v; und vy, auf.

4. Die Lacrance-Funktion ist gegen die Transforma-
tionen

wy =etfy, wi =€y, (1,2)
invariant.
Im Einklang mit unseren Grundannahmen wird jetzt

die Lacrance-Funktion
L=y y. Cuvwitdijri(wi' yuaw)) (W' vaayy)  (3)

untersucht, wo nur die Koeffizienten 1159, 29911, 41111,

A1921 s Asy12 und Agsss von Null verschieden sind, und
weiterhin

a=A+By;, a=A+By, (4, 5)
ist.
Die nahere Untersuchung der Annahmen
A=B=A=_B-1, (6)

scheint zweckmiBig zu sein. Es ist leicht zu zeigen,
dal} die Invarianz

(et =={32) @

gesichert ist. Wir heben aber hervor, dal im Falle der
Kopplung (6) die Lacrance-Funktion gegen die Trans-
formationen

v =y; Wi, (8)
Wy =y; Y2 9)



